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5.1 Uvod

Kvoli porozumeniu nasledujtaceho textu je potrebné uviest
zékladné a ¢asto pouZzivané pojmy a oznacenia, s ktorymi pra-
cuje sticasna diskrétna matematika v oblastiach ako je tedria
grafov, kombinatorickd teéria map na plochach a kombinato-
ricka tedria konvexnych mnohostenov. Tieto st nevyhnutné
k aspori intuitivnemu porozumeniu obsahu tejto ¢asti publi-
kacie.

Za¢nime pojmom kocka. Je to trojrozmerny objekt ohra-
niceny Siestimi zhodnymi Stvorcami, ktory ma dvandst hrin
a osem rohov. Stvorcom hovorime steny, rohy nazyvame ovr-
choly. V kazdom vrchole sa stretdvajt tri hrany a tri steny, kaz-
d& hrana spdja dva rdzne vrcholy a je spolo¢nd prave dvom
stendam. Kocka md este nasledujiicu vlastnost (konvexnost):
ak spojime tseckou lubovolné dva jej rézne body (¢i uz z po-
vrchu alebo z vnttra, alebo kombinovane), tak tsecka, ktora
ich spéja vZdy bude celd obsiahnuta v kocke. Tato vlastnost
maju kocky réznych velkosti a je zachovana aj pre telesa, kto-
ré vzniknu z kocky malou zmenou polohy jej vrcholov (steny
takéhoto telesa uz nemusia byt stvorce, ale iné rovinné stvo-
ruholniky). Navyse moZno povedat, Ze mnohé dalsie telesa
— kvéadre, rovnobeZnosteny ¢i zrezané stvorboké ihlany — st
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vzdialene podobné kocke v zmysle, Ze z nich moZzno vhod-
nou spojitou deformdciou (ktord zachovava pocet vrcholov,
hran a stien a vztahy ich vzdjomnej susednosti) kocku ziskat;
hovorime, Ze vSetky tieto telesa majt rovnaky typ.

Intuitivne definujeme konvexny mnohosten ako konvexny
trojrozmerny tutvar ohraniceny rovinnymi stenami (mnoho-
uholnikmi), ktorych hrany st tsecky, pricom kazda hrana je
spolo¢nd prave dvom stendm a spéja prave dva vrcholy; v kaz-
dom vrchole sa stretdvaja aspori tri hrany.

Mnohouholnik (stena), ktory je ohrani¢eny k hranami sa
nazyva k-uholnik. Cislo k sa tieZ volé stupeti steny. Vrchol,
v ktorom sa stretdva k hrdn, sa nazyva k-vrchol; v tomto
pripade ¢islo k nazyvame takisto stupeti vrchola.

Vrcholy a hrany mnohostena vytvaraji kombinatoricka
Struktiru, ktort nazyvame graf mnohostena.

Pojem grafu mnohostena méZeme zovSeobecnit (abstrahu-
juc od geometrickej Struktiry jemu prislichajticeho telesa)
nasledovne: Nech V je kone¢nd mnoZina prvkov (nazyvame
ich vrcholy) a nech E je podmnoZzina mnoziny P, (V) vSet-
kych dvojprvkovych podmnozin mnoziny V; jej prvky nazy-
vame hrany. Usporiadant dvojicu mnozin G = (V, E) nazy-
vame (jednoduchy) graf. Graf H je podgrafom grafu G, ak
je jeho mnozina vrcholov, resp. hrdn je podmnoZzinou mno-
ziny V, resp. E. Graf H je indukovanym podgrafom grafu
G na podmnozine W C V vrcholov grafu G, ak W = V(H)
a E(H) = E(G) N Py(W).

Ak hrana e = u,v = uv je tvorend vrcholmi u,v, tak
hovorime, ze vrcholy u a v st susedné, a Ze st konce hrany
e; tiez hovorime, Ze vrchol u (resp. v) a hrana e incidujt.
Ak dve rozne hrany inciduja s tym istym vrcholom, tak
hovorime, Ze sti susedné. Stupeii vrchola u v grafe G je rovny
poctu hran, ktoré incidujt s u. Pod vahou w(H) podgrafu H
v grafe G rozumieme stcet stupriov vrcholov grafu H v grafe
G.

Postupnost navzdjom rdéznych vrcholov xq,...,x, je ces-
tou v grafe G, ak dvojica x;x;,1 je hranou z E pre kazdé
i = 1,..,n — 1. Postupnost navzajom roéznych vrcholov



5.1 6vopb

X1, ..., %, je kruznica dizky n v grafe G, ak dvojica x;x;,1 je
hranou z E pre kazdéi =1,...,n —1 a aj dvojica x,,x; patri do
E. Cesta, resp. kruznica na k vrcholoch sa vola k-cesta resp.
k-kruznica. KruZnica sa nazyva hamiltonovskd, ak precha-
dza véetkymi vrcholmi grafu, tj. ak jej dizka je rovna poétu
vrcholov grafu.

Graf G je stuvisly, ak medzi kazdou dvojicou jeho vrcholov
existuje cesta. Graf G je r-stvisly, ak ostdva stvislym po
odstraneni Iubovolnych r — 1 vrcholov; to je ekvivalentné
s tvrdenim (Mengerova veta), zZe medzi kazdou dvojicou
jeho vrcholov u,v existuje r vzdjomne vnutorne vrcholovo
disjunktnych ciest (t.j. ich spolo¢né vrcholy su len u, v).

Gulova plocha (alebo orientovatelnd plocha rodu 0) je
mnozina vsetkych bodov v (trojrozmernom) priestore, ktoré
maja od daného pevného bodu konstantna kladna vzdiale-
nost. Prikladom toroidalnej plochy (orientovatelnej plochy
rodu 1) je pneumatika (¢iZe rota¢nd plocha vytvorena rota-
ciou kruznice okolo osi leZiacej mimo nej). D4 sa tiez ziskat
z gulovej plochy tak, Ze sa do gulovej plochy vyreza dva kru-
hové otvory a nasledne sa spoja zakrivenou valcovou plochou
(rackou) s dvomi kruhovymi otvormi tak, aby stotoZnenim
dvojic otvorov oboch ploch vznikla jedna nové , hladka kom-
paktnd” plocha. OrientovateIna plocha rodu ¢ sa da podob-
ne ziskat pridanim g racok vyssie opisanym sposobom ku
gulovej ploche. Detailnejsie o plochach z kombinatorického
pohladu sa mozno dozvediet z monografie [G. Ringel, Map
color theorem, Springer-Verlag, Berlin 1974 ].

Pod nakreslenim grafu G na plochu rozumieme priradenie
roznym vrcholom grafu r6znych bodov plochy a hrandm xy
oblukov spéjajtice odpovedajtice body x a y plochy tak, aby
ziaden oblik odpovedajtici hrane sam seba nepretinal, a aby
neobsahoval Ziaden bod odpovedajtici vrcholu grafu ako vnu-
torny bod. Dalej pozadujeme, aby kazdé dva obltky odpove-
dajice dvom réznym hrandm sa pretli v maximalne jednom
spolo¢nom bode. Také nakreslenie grafu na plochu, v ktorom
ziadne dva obliky odpovedajice hranam grafu nemaja spo-
lo¢ny vniatorny bod, nazyvame vnorenie grafu G do plochy.
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Ak odstranime z plochy body odpovedajtce vrcholom a hra-
nam vnoreného grafu, plocha sa rozpadne na oblasti, ktoré
nazyvame steny vnorenia. Ak kazd4 stena vnorenia je home-
omorfnd otvorenému kruhu (t.j. da sa spojito deformovat do
jediného bodu), tak vnorenie sa nazyva bunkové vnorenie;
takto vnoreny graf sa nazyva mapa. Ak graf G ma vnorenie
do roviny (a teda aj do gulovej plochy), tak sa nazyva planar-
ny graf. Vnoreny plandrny graf do roviny sa vold rovinny
graf. Ak vrchol (resp. hrana) vnoreného grafu leZi na (topo-
logickej) hranici steny, tak hovorime, Ze vrchol (resp. hrana)
inciduje so stenou.

Je zname (Steinitzova veta z r. 1922), ze graf G je gra-
fom konvexného mnohostena prave vtedy, ked je plandrny
a 3-suvisly. Ak graf mapy je 3-stvisly, tak mapa sa nazyva
polyedrdlna mapa.

5.2 Stenové a vrcholové vektory
konvexnych mnohostenov

Najtispesnejsou problematikou rieSenou pocas pociatoénych
rokov Skoly bola istd skupina otvorenych otdzok a hypotéz,
ktora sa tykala stenovych a vrcholovych vektorov konvex-
nych trojrozmernych mnohostenov a ich analégii na plochach
roznych od gulovej plochy. ISlo o nasledujtci problém:

Kazdému konvexnému mnohostenu P je moZzné
priradit dve postupnosti: stenovy vektor (pz(P),
pa(P),...) a vrcholovy vektor (v3(P),v4(P),...),
kde p;(P), resp. v;(P) oznacuje pocet i-uholnikov
stien mnohostena P, resp. pocet jeho vrcholov
stupna i.

Ulohou bolo popisat vlastnosti, ktoré majt mat
postupnosti p = (p3,py,...) a0 = (U3, 0y, ...) NEZa-
pornych celych &isel, pre ktoré existuje konvexny
mnohosten P taky, ze p; = p;(P), resp. v; = v;(P),
pre kazdé i > 3. Ak taky mnohosten existuje, tak
dvojica postupnosti p a v sa vola realizovatelnd.
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Prva pracu o tejto tlohe uverejnil v roku 1891 nevidiaci
nemecky geometer V. Eberhard. Tykala sa kubickych mno-
hostenov. Jej dokaz zaberd takmer polovicu 300-strdnkovej
knihy, ktorti V. Eberhard o konvexnych mnohostenoch napi-
sal. B. Griinbaumovi sa podarilo néjst omnoho krat$i dokaz
tejto vety, ktory sa uz nachddza v jeho knihe [Convex Polyto-
pes, John Wiley & Sons, Ltd. 1967]. V tejto knihe a v nie-
kolkych nasledujtcich ¢lankoch sa venoval danej tlohe, pri-
¢om sformuloval niekolko otvorenych problémov a hypotéz.
Nam sa jednu z nich podarilo vyvrétit a jeho problém zod-
povedat v dplnosti (v [S. Jendrol, E. Jucovi¢, On a conjectu-
re of B. Griinbaum, Discrete Mat., 2 (1972), 35 — 49]). Moti-
vovani Griinbaumovymi problémami a jeho knihou, S. Jen-
drol, E. Jucovi¢ a M. Trenkler ziskali a publikovali (zvadcsa
v kvalitnych zahrani¢nych ¢asopisoch) cely rad peknych vy-
sledkov tykajticich sa realizovatelnosti postupnosti ako steno-
vych vektorov 3-regularnych, 4-reguldrnych, 5-regularnych,
(3,4)-regularnych, (3, 5)-regularnych a autodualnych konvex-
nych trojrozmernych mnohostenov. Vsetky tieto vysledky
tvoria ¢ast obsahu Jucovi¢ovej monografie [ Konvexné mmnoho-
steny, Veda, Bratislava 1981 ].

Doteraz neprekonané vysledky o realizovatelnosti dvojic
postupnosti p a v sa podarili E. Jucovi¢ovi a S. Jendrolovi. Zo
slavneho Eulerovho vzorca (objaveného v r. 1752)

s+v—h=2

kde s znamena pocet stien daného mnohostena, v pocet jeho
vrcholov a I pocet jeho hrén, sa daju odvodit dve nezévislé
nutné podmienky

A(4) Z(4—k)pk+Z(4—k)vk:8a

k>3 k>3
AB) = Y (6—Kpe+ Y (6—2k)7 =12,
k>3 k>3

pre vzajomné vztahy ¢lenov postupnosti p a v. Podmienka
A(4) vsak neddva ziadnu informdciu o parametroch p4 a vy,

221



222

NAJUSPESNEJSIE RIESENA PROBLEMATIKA

druhd podmienka A(6), neddva Ziadnu informéaciu o para-
metroch pg a v3. Tretia nezdvisld nutna podmienka
B: kak = Zkvk :2]’1,
k>3 k>3

nezévisiaca od Eulerovho vzorca vSak ddva vzdjomnu infor-
maciu o vSetkych zlozkach p a v. Preto nech R(4,p,v), resp.
R(6,p,v) je mnozina vSetkych moZnych hodnot py, resp. pe,
s ktorymi st postupnosti p a v spliiajtice A(4) a B, resp. A(6)
a B realizovatelné.

Jucovic¢ ukazal, Ze mnoZzina R (4, p, v) obsahuje vSetky neza-
porné celé ¢isla vacsie ako nejaka konstanta ([E. Jucovi¢, On
face-vectors and vertex-vectors of cell-decompositions of orientable-
manifolds, Math. Nachr. 73 (1976) 285 - 295]).

V praci [S. Jendrol, On face vectors and vertex vectors of convex
polyhedra, Discrete Math. 118 (1993) 119 — 144] bolo ukaza-
né, ze situdcia v pripade mnozin R(6,p,v) je omnoho zloZi-
tejSia. VSetky mnoziny R(6, p,v) je mozné vzhladom na dvoj-
ice p, v rozdelit do Styroch dobre charakterizovanych skupin.
Pre niektoré dvojice p, v je mnoZzina R(6, p, v) prdzdna, pre iné
dvojice p, v mnozina R(6,p, v) obsahuje, po¢ntc nejakou kon-
Stantou, vSetky parne ¢isla a Ziadne nepérne ¢islo, pre dalsie
dvojice p, v mnozina R(6, p, v) obsahuje, po¢ntic nejakou kon-
Stantou, vSetky nepdrne ¢isla a Ziadne parne ¢islo, a pre vset-
ky ostatné dvojice p, v mnoZina R(6, p, v)obsahuje, po¢ntic ne-
jakou konstantou, vSetky nezaporné celé ¢isla.

E. Jucovi¢ vo vyssie spominanej praci a S. Jendrol v inom,
neskor publikovanom ¢ldnku [S. Jendrol, On face-vectors and
vertex-vectors of polyhedral maps on orientable 2-manifolds, Math.
Slovaca 43 (1993) 393 — 416] ukazali, Ze pre polyedralne ma-
py na orientovatelnych plochach réznych od gulovej a toro-
idalnej plochy prislusné mnoziny ku R(4, p, v), resp. R(6,p,v)
obsahujt, po¢ntic nejakou konstantou vSetky nezaporné celé
¢isla. Prislusné mnoziny R(4,p,v), resp. R(6,p,v) ku polyed-
ralnym toroiddlnym mapam sa spravaju analogicky ako tie
pre konvexné mnohosteny.

Analogické vysledky pre neorientovatelné plochy st dote-
raz nespracované.
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O kvalite spominanych vysledkov sved¢i okrem iného aj
skutocnost, Ze sa o nich dostali zmienky aj v monografickych
dielach [Handbook of graph theory, CRC Press, Taylor & Fran-
cis Group, Boca Raton, 2014, 820 — 859 (R. Nedela, M. Skovie-
ra, Topological Graph Theory) |, [ Handbook of discrete and compu-
tational geometry, CRC Press, Taylor & Francis Group, Boca
Raton, 1997, 331 - 344 (kapitoly G. Kalai, Polytope skeletons and
paths a U. Brehm, E. Schulte, Polyhedral Maps)]. V monografii
[P. M. Gruber, ]J. M. Wills, Handbook of convex geometry, North
Holand, 1993] v kapitole 2.3 Combinatorial aspects of convex
polytopes je nasSej praci venovand cela jedna sekcia. V dru-
hom rozsirenom vydani monografie [B. Griinbaum, Convex
Polytopes, Springer-Verlag, New York 2003] st tieto vysled-
ky tieZ citované.

5.3 Autodualne mnohosteny

Dva mnohosteny P; a P, stt navzdjom dudlne, ak existuje
bijekcia 6 zobrazujtca vrcholy P; do stien P, a steny P; do
vrcholov P, tak, Ze zachovava incidencie vrchol/stena i ste-
na/vrchol. Ak P; = P, = P, dan4 bijekcia sa nazyva autodu-
alita a mnohosten P sa vol4 autodudlny. Ak existuje dualita ¢
z mnohostena P do neho samotného, tak P sa vola autodual-
ny; v tomto pripade je J je Specifickd permutdcia na mnoZine
vrcholov a stien P. Hodnost autoduality § je definovana ako
najmensie kladné ¢islo 7(8) = n, pre ktoré 6" je identita; hod-
nost autodudlneho mnohostena Pje r(P) = r(6*), kde r(6*) je
minimdlne 7(J) spomedzi vSetkych autodualit § mnohostena
P.

Griinbaum a Shephard polozili v [Is selfduality involutory?,
Amer. Math. Monthly 95 (1988) 729 — 733 ] otdzku, ¢i kazdy
autodudlny mnohosten mé hodnost 2. Nam sa podarilo dat
na danud otdzku negativnhu odpoved v [S. Jendrol, A non-
involutory selfduality, Discrete Math. 74 (1989) 325 — 326].
Skonstruovali sme priklad autodudlneho mnohostena, ktory
md hodnost 4, a ktory bol v praci [A. Ashley, B. Griinbaum,
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G. C. Shephard, W. Stromquist, Self-duality groups and ranks of
self-dualities, in The Victor Klee festschrift, DIMACS Series
in Discrete Mathematics and Theoretical Computer Science,
Vol. 4, 1991] nazvany Jendrolov mnohosten. Je to prvy
znadmy priklad mnohostena s touto vlastnostou.

S. Jendrol v praci [ On symmetry groups of selfdual polyhedra,
Ann. Discrete Math. 134 (1994) 139 — 150] neskor popisal
vSetky grupy symetrii, ktoré mézu mat trojrozmerné autodu-
alne mnohosteny. Tento fakt je citovany vo vyssSie spomina-
nom druhom vydani Griinbaumovej monografie Convex Poly-
topes.

5.4 Lahké hrany

Dalou velmi tspe$nou problematikou, ktord Kogickd dis-
krétno-matematickad skupina studovala, bola teéria lahkych
podgrafov. Pociatoénym impulzom tohto Stiidia bolo tvrde-
nie dokdzané slovenskym matematikom A. Kotzigom, ze kaZz-
dy konvexny mnohosten obsahuje hranu, ktorej koncové vr-
choly majua sticet stuptiov najviac 13; naviac hranica 13 je vo
vSeobecnosti nezmensitelnd. Takd hrana sa vold lahka hrana
a sucet stuptiov jej koncovych vrcholov sa nazyva vaha hra-
ny.

Kotzig tento vysledok publikoval v slovenskom jazyku
a v slovenskom ¢asopise (vid [ A. Kotzig, Prispevok k teérii eule-
rovskych polyedrov, Mat.-fyz. ¢as. 5 (1955), 101 — 113]). Ten-
to pekny vysledok sa nedostal do Griinbaumovej monogra-
tie. Ked sa ho Griinbaum dozvedel, zac¢al ho popularizovat
na Zapade. Vysledok sa v tom ¢ase zapécil genidlnemu ma-
tematikovi P. ErdGsovi, ktory vyslovil domnienku, Ze tvrde-
nie plati aj pre SirSiu triedu planarnych grafov s minimalnym
stupriom asponi 3. Tato hypotézu sa podarilo dokdzat Ame-
ricanovi D. Barnetteovi a nezavisle Rusovi O. V. Borodinovi
v 1. 1989.

V Kosiciach zacal tato problematiku Studovat prof. Jucovic.
Ako prvy sa pokisil ukazat, Ze takychto hran v konvexnych
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mnohostenoch moéZe byt vela. Kvoli upresneniu moZnosti
pre vahu lahkej hrany zavedme nasledujtice oznacenie: nech
e = xy je hrana s koncovymi vrcholmi x a y. Ak x je i-vrchol
a y je j-vrchol, tak hrana e sa tieZ nazyva (i,j)-hrana (pozn.
budeme tiez uvazovat (i,j~)-hrany resp. (i~,j~)-hrany, kde
y, resp. x je vrchol stupiia najviac j, resp. ). Jucovi¢ dokazal
nerovnost typu ), j<13iei; = 120, kde e; ; znamend pocet
(i,j)-hran. 1. Fabrici a S. Jendrol nasli analogickt nerovnost,
v ktorej koeficienty a;; st vo vSeobecnosti nezmenSitelné,
vid [I. Fabrici, S. Jendrol, An inequality concerning edges of
minor weight in convex 3-polytopes, Discuss. Math. Graph
Theory 16 (1996) 81 — 87]. Z ich tvrdenie bezprostredne
vyplyva nasledujuici fakt zndmy skor aj Borodinovi: Kazdy
konvexny mnohosten obsahuje (3,107)-hranu, (4,77)-hranu
alebo (5,67 )-hranu. Hranice 10,7 a 6 st vo vSeobecnosti
najlepsie mozné.

Ivancovi sa podarilo dokazat nasledujicu analégiu Kotzi-
govej vety pre polyedrdlne mapy:

ak G je polyedrdlna mapa na orientovatelnej plo-
che rodu g, tak G obsahuje hranu e taku, Ze pre
jej vahu plati w(e) < 2¢+13ak0 < g < 3

aw(e) < 49 +7,ak g > 3, pricom obe hranice
su tesné,

vid []. Ivanco, The weight of a graph, Ann. Discrete Math. 51
(1992) 113 -116]. Neskor S. Jendrol, M. Tuharsky a H. J. Voss
ukazali, Ze ak polyedrdlna mapa G mé dostatocne vela vrcho-
lov, tak G obsahuje (3,127 )-hranu alebo (4,87 )-hranu, alebo
(67,67 )-hranu. Hranice 12,8 a 6 su tesné, vid [S. Jendrol,
M. Tuharsky, H.-J. Voss, A Kotzig type theorem for large maps
on surfaces, Tatra Mt. Math. Publ. 27 (2003), 153 - 162].

Neskor S. Jendrol a M. Tuhérsky dokéazali analégiu Ivanco-
vej vety aj pre neorientovatelné plochy.
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5.5 Lahké cesty

Z Eulerovho vzorca je lahké odvodit, Ze kazdy konvexny
mnohosten ma vrchol stupnia najviac 5. Z Kotzigovej vety ako
dosledok vyplyva, Ze kazdy konvexny mnohosten obsahuje
cestu na dvoch vrcholoch, z ktorych kazdy ma stupeti najviac
10. I. Fabrici a S. Jendrol dokazali nasledovné tvrdenie zovse-
obecriujtce obidva predoslé vysledky:

ak konvexny mnohosten (presnejsie, jeho graf)
obsahuje k-cestu ako podgraf, tak obsahuje aj taka
k-cestu, Ze kazdy jej vrchol ma stupern najviac 5k.
Hranica 5k je tesna.

Zaroven ukazali, Ze ziaden iny stvisly podgraf takito vlast-
nost vo vSeobecnosti nemd, vid' [I. Fabrici, S. Jendrol, Subg-
raphs with restricted degrees of their vertices in planar 3-connected
graphs, Graphs Combin. 13 (1997) 245 — 250].

Tento vysledok sa da zlepsit, ak sa pozrieme na vahy ciest.
B. Mohar [Light paths in 4-connected graphs in the plane and
other surfaces, J. Graph Theory 34 (2000), 170 — 179] dokazal,
ze ak graf konvexného mnohostena je 4-stivisly a obsahuje
k-cestu, tak obsahuje aj taka cestu Q na k vrcholoch, Ze
jej vdha w(Q) je najviac 6k — 1. Navyse plati, Ze hranica
6k — 1 je tesnd. B. Mohar tieZ skonstruoval nekone¢nti sériu
3-stvislych rovinnych grafov, v ktorych kazda k-vrcholova
cesta ma vahu aspon %k logok.

I. Fabrici, J. Harant a S. Jendrol dokézali v [Paths of low we-
ight in planar graphs, Discuss. Math. Graph Theory 28 (2008),
121 - 135], ze kazdy 3-suvisly planarny graf obsahujtci cestu
na k vrcholoch obsahuje aj k-cestu Q vahy w(Q) < %kz +O(k).
Tiez ukazali, Ze kazdy konvexny mnohosten obsahujtci k-
cestu a pozostdvajtci len z 3-stien obsahuje aj k-cestu Q, ktorej
véha splita w(Q) < k? + 13k.

Aj préca [On weights of induced paths and cycles in claw-free
and Ky ,- free graphs, J. Graph Theory 36 (2001), 131 -143] od
autorov J. Harant, M. Voigt, S. Jendrol, B. Randerath, Z. Ry-
jacek a I. Schiermeyer bola motivovana nasimi vysledkami
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o lahkych cestach v rovinnych grafoch a Ryjackovymi vysled-
kami o grafoch bez indukovaného podgrafu Kj 3.

Ukazuje sa, Ze problém lahkych ciest je zaujimavy aj pre
vSeobecné suvislé grafy. Prvé kroky v tomto smere vobec boli
vykonané v préci [J. Harant, S. Jendrol, Lightweight paths in
graphs, Opuscula Math. 39 (2019), 829 - 837].

Ak sa ststredime na skiimanie vrcholovej Struktary krat-
kych Iahkych ciest v rovinnych grafoch, m6Zeme dostat dal-
Sie zaujimavé poznatky. Formaélne ich moZno opisat pomo-
cou typov ciest: k-vrcholova cesta vq,v,,...,v; v grafe G sa
nazyva (dq,d,, ..., dy)-cesta, ak stupeni vrchola v; v grafe G je
d; (ako sme uz spomenuli pri lahkych hranach, aj pri typoch
ciest priptistame oznacenie d; v pripade, Ze prislusny stupen
nie je vacsi ako d;). Situdcie pre lahké 2-cesty (a teda lahké
hrany) je popisand vyssie. Pracou [S. Jendrol, A structural pro-
perty of convex 3-polytopes, Geometriae Dedicata 68 (1997) 91
—99] sme nastartovali Stadium lahkych 3-ciest v 3-stvislych
rovinnych grafoch. Ukézali sme, Ze kazdy graf z tejto mnozi-
ny obsahuje Iahk cestu, ktoré je jedného z desiatich r6znych
typov. Prdca zaujala najmé ruskych matematikov z Novosi-
birska vedenych O. V. Borodinom, ktori okamZite rozbehli in-
tenzivny vyskum v tomto smere a vylepsili nas vysledok pre
viaceré podmnozZiny rovinnych 3-savislych grafov. Na tato
nasu pracu sme zaznamenali 22 citécii.

Péarny graf K, , pre r > 2 neobsahuje vo vSeobecnosti lah-
ka hranu (s pevnym konstantnym hornym ohranicenim jej
véhy), lebo vSetky jeho hrany majt vdhu r + 2 a r moZe byt
lubovolne velké. Kedze tento graf je 2-stivisly, dostavame,
Ze existenciu lahkej hrany nemozno v 2-stivislych rovinnych
grafoch vo vSeobecnosti zarucit. Ak sa vSak obmedzime na
také 2-stivislé rovinné grafy, v ktorych dizka najkrat3ej kruz-
nice je asponi 5, tak dostdvame zaujimavé vysledky. S. Jen-
drol sa spolu so svojou doktorandkou M. Macekovou a ne-
skor aj s dalsimi spoluautormi vratili k Stadiu lahkych 3-ciest
v tejto triede grafov. V préci [S. Jendrol, M. Macekova, Desc-
ribing short paths in plane graphs of girth at least 5, Discrete
Math. 338 (2015), 149 — 158] sme pre kazdé ¢ > 5 charakteri-
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zovali v8etky typy nevyhnutnych 3-ciest v 2-stvislych rovin-
nych grafoch, ktorych najkratsie kruznice maja dizky aspoti
g. V [S. Jendrol, M. Macekov4, R. Sotdk, Note on 3-paths in pla-
ne graphs of girth 4, Discrete Math. 338 (2015), 1643 — 1648
sme doplnili vy$sie spominané vysledky aj pre 3-cesty v 2-
stvislych rovinnych grafoch s najkrat§imi kruznicami dizky
aspon 4. V [S. Jendrol, M. Macekovd, M. Montassier, R. Sotdk,
Optimal unavoidable sets of types of 3-paths for planar graphs of gi-
ven girth, Discrete Math. 339 (2016), 780 — 789] sme opisali
optimédlne mnoziny typov 3-ciest pre triedy 2-stvislych gra-
fov s dizkami najkrat$ich kruznic aspoii 5; naviac sme ukéza-
li, Ze pre ta ista triedu grafov s vymedzenym obvodom mo-
Ze existovat viacero rdéznych mnoZzin optimalnych nevyhnut-
nych typov 3-ciest. Aj tieto tri prace nasli rychlu odozvu v pra-
cach spominanej ruskej skupiny matematikov okolo O. V. Bo-
rodina. Na prva z nich sme zaznamenali (podla databazy
Scopus) 24 cit4cii, na druht 15 a na tretiu 9.

V préci [S. Jendrol, M. Macekovd, M, Montassier, R. Sotdk,
3-paths in graphs with bounded average degree, Discuss. Math.
Graph Theory 36 (2016), 339 — 353 ] st $tudované vlastnosti
3-ciest vo v8eobecnych grafoch, ktoré maji pevne zhora ohra-
ni¢eny maximalny priemerny stupen vrcholov v ich podgra-
foch (nie st teda viazané na vnorenia do ploch). Ajna nu
maéame 9 citécii.

5.6 Savislé lahké podgrafy r6zne od
ciest

Jednym z krasnych vysledkov, ktoré boli motivované Kotzi-
govou vetou o lahkej hrane, je nasledujtice tvrdenie:

Kazdy 3-savisly planarny graf G na aspori k vrcho-
loch obsahuje savisly k-vrcholovy podgraf H s va-
houw(H) < 8k —1;

je to vysledok prace [H. Enomoto, K. Ota, Connected subgraphs
with small degree sum in 3-connected planar graphs, J. Graph
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Theory 30 (1999), 191 - 203]. Toto tvrdenie takisto pouka-
zuje na vSeobecnu tendenciu pozorovatelnt v rovinnych gra-
foch, resp. grafoch konvexnych mnohostenov: vrcholy ¢i ste-
ny (relativne) malych stupriov majt tendencie zhlukovat sa
do urcitych klastrov. Priklad takychto klastrov — k-cesty s vr-
cholmi stupriov najviac 5k — sme uz spomenuli v predchadza-
jucej Casti; predchadzajtice vysledky I. Fabriciho a S. Jendrola
navyse ukazuju, Ze v 3-suvislych plandrnych grafoch takéto
klastre mo6Zzu byt dost ,chudobné” (t.j. tvorené len cestami,
resp. linedrnymi retazcami stien malych stupriov). Na dru-
hej strane, netrividlne klastre prvkov malych stuptiov mozno
néjst v rovinnych grafoch, ktoré spltiaju dodato¢né , generic-
ké” podmienky.

Historicky prvou podmienkou tohto druhu je poZiadavka
dostato¢ného minimélneho stupmia vrcholov. UZ v roku 1940
Lebesgue dokazal, Ze kazdy konvexny mnohosten minimal-
neho vrcholového stupnia 5 obsahuje 3-stenu f, ktorej vdha
w(f) je najviac 19. Nevediac o tomto vysledku, Kotzig v roku
1963 vylepsil tato hranicu na 18. Griinbaum vyslovil dom-
nienku, Ze tesnd hranica pre vdhu takejto steny f je 17. Tato
domnienku dokézal O. V. Borodin v préci [Solution of prob-
lems of Kotzig and Griinbaum concerning the isolation of cycles
in planar graphs, Math Notes 46 (1989), 835 — 837]. V pra-
ci [S. Jendrol, T. Madaras, On light subgraphs in plane graphs of
minimum degree five, Discussiones Mathematicae Graph The-
ory 16(2) (1996), 207 — 217] bolo tiez ukazané, ze v kazdom
rovinnom grafe minimalneho stupria 5 existuje tiez 3-hviezda
S3 = Kj 3, pre ktort w(S3) < 23 (hranica 23 je najlep$ia moz-
na). Z uvedenej prace i z préc [S. Jendrol, T. Madaras, R. So-
tdk, Z. Tuza, On light cycles in plane triangulations, Discrete
Math. 197/198 (1999), 453 — 467] a [T. Madaras, R. Sotdk,
The 10-cycle is light in the family of all plane triangulations with
minimum degree five, Tatra Mt. Math. Publ. 18 (1999), 35
- 56| dalej vyplyva, ze v rovinnej triangulacii minimélneho
stuptnia 5 existuje r-kruznica s pevne zhora ohrani¢enou va-
hou prave vtedy, ked 3 < r < 10. Ak rovinny graf min.
stupnia 5 nie je trianguldciou, podobné vysledky st zndme
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len pre kruznice dizky najviac 7, pozri [T. Madaras, R. Skre-
kovski, H.-J. Voss, The 7-cycle C, is light in the family of pla-
nar graphs with minimum degree 5, Discrete Mathematics 307
(11 - 12) (2007), 1430 — 1435]. Charakterizacia podgrafov,
pre ktoré platia analogické pozitivne vysledky, je v tomto
pripade (na rozdiel od grafov konvexnych mnohostenov vo
vSeobecnosti, resp. polyedrédlnych grafov minimélneho stup-
na aspon 4) otvorend; z vysledkov 1. Fabriciho, S. Jendrola,
T. Madarasa, R. Sotdka, Z. Tuzu a P. J. Owensa vyplyva, Ze
ziaden plandrny graf H maximélneho stupna asponi 5 alebo
majuci blok na aspori 11 vrcholoch nie je lahky ani v mnoZine
vSetkych 3-stuvislych grafov minimélneho stupmia 5.

Podobny efekt (pre existenciu netrividlnych podgrafov ma-
lej vahy) ako podmienka miniméalneho vrcholového stupnia
5 méa i podmienka dostato¢nej minimélnej velkosti stien ro-
vinného grafu — Lebesgue (popri horeuvedenom vysledku)
dokézal, Ze v kazdom konvexnom mnohostene, ktory m4 ste-
ny stupriov aspon 5, vzdy existuje 5-stena vahy najviac 17.
Praca [T. Madaras, On the structure of plane graphs with mi-
nimum face size 5, Discussiones Mathematicae Graph The-
ory 24(3) (2004), 403 — 411] dalej sleduje lokdlnu Strukta-
ru grafov vymedzenych touto podmienkou, ked ukazuje —
pre takéto polyedrélne grafy — existenciu 3-hviezdy s vahou
najviac 13, ¢i klastra dvoch susednych stien (5- a najviac
6-uholnikovej), ktorého vrcholy maja stupne najviac 9. Uva-
zovali sa tiez kombinované podmienky minimalneho stup-
na vrcholov/stien spolu s minimalnou vdhou/dualnou vdhou
hran (praca [B. Ferencovd, T. Madaras, Light graphs in families
of polyhedral graphs with prescribed minimum degree, face size, ed-
ge and dual edge weight, Discrete Mathematics 310(12) (2010),
1661 — 1675], na ktord neskor nadviazali spolo¢né prace s do-
ktorandom P. Huddkom [P. Hudék, T. Madaras, On doubly
light triangles in plane graphs, Discrete Mathematics 313(19)
(2013), 1978 — 1988]; [P. Hudak, M. Macekovd, T. Madaras,
P. Siroczki, Light graphs in planar graphs of large girth, Discussi-
ones Mathematicae Graph Theory 36(1) (2016), 227 — 238];
[P. Huddk, M. Macekové, T. Madaras, P. Siroczki, More on the
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structure of plane graphs with prescribed degrees of vertices, faces,
edges and dual edges, Ars Mathematica Contemporanea 13(2)
(2017), 355 — 366]). Vacsina spomenutych prac zaznamena-
la pocetné a netrividlne citacie najma v publikacidch sibirske;
vyskumnej grafovej skupiny pod vedenim O. V. Borodina.

Motivovani vyssie uvedenymi vysledkami S. Jendrol a jeho
spolupracovnici prisli s konceptom lahkych grafov definova-
nym nasledovne:

Graf H je lahky v mnozine grafov A , ak aspon
jeden graf z A obsahuje ako podgraf graf H a exis-
tuje konstanta w(H, A) takd, ze kazdy graf Gz A ,
ktory obsahuje ako podgraf képiu H, ma aj képiu
K grafu H taka, ze w(K) < w(H, A).

Tento koncept pokryva vyssSie uvedené vysledky o lahkej hra-
ne, lahkych cestdch a kruZniciach a inych podgrafoch s pev-
ne ohrani¢enou vdhou a umoZziuje ich porovnanie, hladanie
analogickych tvrdeni a dalSie zovSeobecriovanie. V ramci dal-
Sieho plodného vyskumu v tejto oblasti (na ktorom sa podie-
lala Ko8icka $kola, jej zahrani¢ni spolupracovnici P. J. Owens,
J. Harant, E. Hexel, H. Walther, R. Skrekovski a najma prof.
H.-J. Voss, ako aj dalsi zahrani¢ni kolegovia, napr. O. V. Bo-
rodin a B. Mohar) dosiahnuté vysledky vyustili do stale Zivej
tedrie lahkych grafov. Podrobnejsie sa o rozli¢nych vysled-
koch a otvorenych problémoch tejto teérie pre rovinné gra-
ty, resp. mapy na plochéach vyssich rodov moZno dozvediet
v pracach [S. Jendrol, H.-J. Voss, Light subgraphs of graphs em-
bedded in the plane — A survey, Discrete Math. 313 (2013), 406 —
421], resp. [S. Jendrol, H.-J. Voss, Light subgraphs of graphs em-
bedded in 2-dimensional manifolds of Euler characteristic at most
0 — A survey, in: Paul Erdos and his Mathematics. II, Bolyai
Society Mathematical Studies 11, Budapest 2002, 375 — 411 |
(tu sa Ziada povedat, Ze posledny menovany ¢lanok vznikol
na poziadanie zostavovatelov obsahu publikécie).

Nedavne dve préace o lokalnych vlastnostiach rovinnych
grafov ([T. Madaras, M. Tamasova, Minimal unavoidable sets of
cycles in plane graphs, Opuscula Mathematica, 38(6), (2018),
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859 — 870] a [T. Madaras, M. Taméasova, Minimal unavoidab-
le sets of cycles in plane graphs with restricted minimum degree
and edge weight, Australasian Journal of Combinatorics 74(2)
(2019), 240 — 252]), sa tykajui naoko lahsieho problému: exis-
tencie, resp. neexistencie Specifickych kratkych kruznic v roz-
licnych triedach rovinnych grafov (bez poziadavky na nizky
stupeni ich vrcholov); sofistikovanost pouZzitych konstrukcii
grafov pre negativne vysledky, ako i dokazy existencie vyuZzi-
vajuce metédu prerozdelovania naboja (¢o je klasickd dokazo-
va technika pre farebnostné resp. strukturédlne tvrdenia o pla-
narnych, rovinnych ¢i im podobnych grafoch) nie je v princi-
pe odlidnéd od naro¢nych doékazov v ramci tedrie lahkych gra-
fov. To, Ze problematika lahkych grafov je v prostredi KoSic-
kej skoly i KOKOSu stéle aktudlna, potvrdzuja aj nasleduja-
ce dva Cerstvé ¢lanky: [K. Cekanova, M. Macekové, R. Sotak,
Structure of edges in plane graphs with bounded dual edge weight,
Discrete Math. 344 (2021) 112477] a [K. Cekanovéa, M. Ma-
cekova, Z. Sarogiova, R. Sotak, Light 3-stars in embedded graphs,
Discrete Math. 346 (2023) 113256].

5.7 1-planarne grafy

Stadium reprezentacii grafov ako kolekcif objektov s uréeny-
mi vlastnostami sa spociatku uberalo uz skér spomenutou
cestou vyskumu vnoreni grafov (do roviny, resp. ploch vys-
Sich rodov); neskor (cca od 40. rokov 20. stor.) sa objavi-
li témy stvisiace s nakresleniami grafov, v ktorych sa hrany
mozu pretinat (napr. problematika priese¢nikového ¢isla).
Ako zaujimavy koncept v tomto smere sa ukazalo mierne zo-
vSeobecnenie pojmu planarity, kde sa priptistaja priese¢niky
na hranach nakreslenia v rovine, av8ak najviac jeden na kaz-
dej hrane; graf, pre ktory existuje takéto nakreslenie sa na-
zyva 1-plandrny. Prvotne sa 1-plandrne grafy sktimali naj-
ma v savislosti so simultdnnymi vrcholovo-stenovymi zafar-
beniami rovinnych grafov (a tiez kvoli Ringelovej hypotéze
o ich 6-zafarbitelnosti, ktora dokazal Borodin v r. 1984). Uva-



57 1-PLANARNE GRAFY

hy o tom, Ze aj pre grafy z tejto triedy by mohli platit analogic-
ké tvrdenia o lahkych hranach, resp. lahkych grafoch sa v pro-
stredi Kosickej skoly objavili az na zaciatku nového milénia (v
tom obdobi teéria Iahkych grafov mala za sebou celd plejadu
vysledkov o rovinnych grafoch). Prvou takouto pracou bol
¢lanok [I. Fabrici, T. Madaras, The structure of 1-planar graphs,
Discrete Mathematics 307(7-8) (2007), 854 — 865], kde auto-
ri dokazali platnost analégie Kotzigovej vety o lahkej hrane
pre 3-stvislé 1-planarne grafy a viacero Strukturdlnych vy-
sledkov pre 1-plandrne grafy s vysokym minimdlnym stup-
fiom vrcholov. Clanok doposial zaznamenal vy3e 110 citécif
podla databazy Scopus (najméa v pracach ¢inskych matema-
tikov) a je tak momentédlne najcitovanejSou pracou Kosickej
Skoly o lokélnych vlastnostiach grafov.

Problematika vlastnosti 1-planarnych grafov bola neskor
rozpracovana v niekolkych pracach v ramci doktorandského
studia D. Huddka, pozri napr. [D. Hudak, T. Madaras, On
local structure of 1-planar graphs of minimum degree 5 and girth
4, Discussiones Mathematicae Graph Theory 29(2) (2009),
385 — 400], resp. [D. Huddk, T. Madaras, On local properties
of 1-planar graphs with high minimum degree, Ars Mathematica
Contemporanea 4(2) (2011), 245 - 254] a tiez dalSie, pocetne
citované prace D. Huddka o inych aspektoch 1-planarnych
grafov v spoluautorstve s J. Czapom ([]J. Czap, D. Hudék, 1-
planarity of complete multipartite graphs, Discrete Appl. Math.
160(4-5), 505 — 512] s 26 citiciami, [J. Czap, D. Huddk,
On drawings and decompositions of 1-planar graphs, Electron.
J. Combin. 20(2) (2013)] s 22 citdciami, ako aj []J. Czap, A
note of colorings of 1-planar graphs, Inform. Process. Lett. 113
(2013), 516 — 517] a [J. Czap, J. Przybylo, E. Skrabuldkova,
On an extremal problem in a class of bipartite 1-planar graphs,
Discuss. Math. Graph Theory 36 (2016), 141 - 151]).

Rozli¢né problémy, ktoré sa uvazovali pre planarne grafy,
mozno skiamat — pokial to povaha problému dovoluje —i pre
1-plandrne grafy. Vda¢nou a otvorenou témou v tomto sme-
re je, napr. hamiltonovskost vo vztahu k maximalite grafu
resp. jeho vrcholovej stvislosti. Prvé vysledky v tejto oblas-
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ti sa dosiahli v praci [D. Hudak, T. Madaras, Y. Suzuki, On
properties of maximal 1-planar graphs, Discussiones Mathema-
ticae Graph Theory 32(4) (2012), 737 — 747] pre maximdlne
1-plandrne grafy. V préci [I. Fabrici, J. Harant, T. Madaras,
S. Mohr, R. Sotdk, C. T. Zamfirescu, Long cycles and spanning
subgraphs of locally maximal 1-planar graphs, Journal of Graph
Theory 95 (2020), 125 — 137] sa Studovali najdlhsie kruznice
a faktorové podgrafy vo vysokosuvislych 1-planarnych gra-
foch, ktorych priese¢niky indukujt kompletné, resp. takmer
kompletné 4-vrcholové grafy; autori dokazali, Ze existuje ne-
konec¢ne vela nehamiltonovskych 5-stvislych slabo lokédlne
maximalnych 1-plandrnych grafov (¢o je markantny rozdiel
oproti faktu, Ze kazdy 4-stvisly planarny graf je hamiltonov-
sky), avsak, kazdy 4-stvisly lokdlne maximalny 1-plandrny
graf je uz hamiltonovsky (obdoba Whitneyovej vety pre ro-
vinné 4-stivislé triangulacie).

5.8 Erdosov problém o minimalnej vahe
grafu

J. Ivanco prezentoval svoj pekny vysledok o Iahkej hrane v po-
lyedralnej mape na orientovatelnej ploche rodu ¢ > 0 na me-
dzindrodnom 4. Ceskoslovenskom sympéziu o kombinato-
rike, ktoré sa konalo v Ceskych Prachaticiach v roku 1990.
Prednéaska velmi zaujala pritomného prof. P. Erdésa. Pocas
diskusie sa spytal: , Akd je minimdlna viha w(e) hrany e v grafe
G = G(n,m), ktory md n vrcholov a m hran?” Prvé kroky k od-
povedi na Erd&sovu otdzku vykonali J. Ivanco a S. Jendrol,
ktori v praci [On extremal problems concerning weights of edges
of graphs, in: Coll. Math. Soc. ]J. Bolyai, 60. Sets, Graphs
and Numbers, Budapest (Hungary) 1991 (North Holland,
1993), 399 - 410] sformulovali domnienku, ako by malo rie-
Senie vyzerat. Presnt odpoved na otdzku nasli S. Jendrol
a I. Schiermeyer v praci [ On a max-min problem concerning we-
ights of edges, Combinatorica 21 (2001), 351 — 359], ¢im dant
domnienku potvrdili.
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K Erdésovej otazke sa S. Jendrol a I. Schiermeyer spolu
s M. Horndkom neskor vrétili nasledujtcim spésobom:

Nech P je grafova vlastnost. Aka je minimdlna
véha w(e) nejakej hrany e v grafe G = G(n,m, P),
ktory ma n vrcholov, m hran a zaroven vlastnost

P2

V praci [ On maximum weight of a bipartite graph of given order
and size, Discuss. Math. Graph Theory 33 (2013), 147 -
165] autori nasli dplnt odpoved na vyssie poloZent otdzku
v pripade, ze P je vlastnost ,byt bipartitnym grafom”. Ta
ista trojica autorov nasla tplné rieSenie ErdGsovej otdzky aj
pre pripad, ked vlastnost . pozaduje, aby graf G bol stvisly;
rieSenie je obsiahnuté v pracach [On the maximum weight of
a dense connected graph of given order and size, Discrete Math.
339 (2016), 1978 — 1984 a [ On the maximum weight of a sparse
connected graph of given order and size, Graphs Combin. 32
(2016), 997 — 1012].

V praci [A. Gajdos, M. Horndk, P. Huddk, T. Madaras,
On the maximum weight of a planar graph of given order and
size, Discrete Appl. Math. 338 (2015), 2234 — 2241] je
Erd@sova otdzka vyrieSena pre pripad, ked P je vlastnost , byt
plandrnym grafom”.

5.9 Mnohosteny s najviac dvomi typmi
hran

V pripadoch konvexnych mnohostenov je mozné definiciu
(a, b)-hrany sprisnit tak, Ze do tivahy vezmeme aj stupne stien
incidentnych s danou hranou. Na zaklade toho S. Jendrol
a M. Tka¢ definovali typ hrany e ako Stvoricu ((a,b); (m,n)),
kde a a b st stupne vrcholov incidentnych s hranou e a m, n
su stupne stien incidentnych s e. S. Jendrol ukézal, Ze existu-
je prave 9 konvexnych mnohostenov s prave jednym typom
hran. Velmi zaujimavou triedou konvexnych mnohostenov
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sa ukdazali byt tie, ktoré maja prave dva typy hran. S. Jen-
drol' a M. Tkéc¢ v praci [ Convex 3-polytopes with exactly two ty-
pes of edges, Discrete Math. 84 (1990), 143 — 160] komplet-
ne charakterizovali mohutnosti mnozin vSetkych takych mno-
hostenov. Néasledne boli popisané vrcholové vektory $tvoru-
holnikovych mnohostenov s dvomi typmi hrdn v ¢lanku (na
poziadanie vydavatelov) [S. Jendrol, E. Jucovi¢, M. Trenker,
Vertex-vectors of quadrangular 3-polytopes with two types of edges,
Combinatorics and graph theory, Banach Center Publicati-
ons, Vol. 25, Vol. PWN-Polish Scientific Publishers, War-
saw 1989].

E. Jucovi¢ priniesol do KOKOSu aj tematiku najdlhsich
kruznic v polyedrélnych grafoch svojou pracou s H. Walt-
herom [Uber lingste Kreise in flichenreqularen polyedergraphen,
Mat. Cas. 23 (1973), 164 — 169]. Bolo preto prirodzené
sktimat spravanie sa najdlhsich kruZnic aj v grafoch mnoho-
stenov s dvomi typmi hran. S. Jendrol a P. Mihék dokazali,
ze vsetky polyedrélne 3-regularne mnohosteny, ktorych kaz-
dé hrana inciduje s dvomi 5-stenami alebo s jednou 5-stenou
ajednou 12-stenou st hamiltonovské (vid [ On a class of Hamil-
tonian polytopes, Discrete Math. 71 (1988), 233 — 241]). Tato
problematika oslovila aj viacerych kolegov v zahranici, kto-
ri o nej napisali niekolko préc. Boli to najméa nasi neskorsi
priatelia P. J. Owens z Anglicka a nemecki kolegovia J. Ha-
rant a H. Walther, ktori s M. Tkd¢om uverejnili dalSie prace
(pozrinapr. [5-reqular 3-polytopal graphs with edges of only two
types and shortness exponents less than one, Discrete Math. 150
(1996), 143 — 153]). Zaujimavé vysledky o najdlhsich kruz-
niciach v trojuholnikovych resp. Stvoruholnikovych mnoho-
stenoch s dvomi typmi hran publikovali S. Jendrol a R. Keke-
nak ([ Longest circuits in triangular and quadrangular 3-polytopes
with two types of edges, Math. Slovaca 40 (1990), 341 - 357])
a v patuholnikovych mnohostenoch S. Jendrol a P. J. Owens
([ Pentagonal 3-polytopal graphs with edges of only two types and
shortness parameters, Discrete Math. 137 (1995), 251 — 236]).

Pribuznou problematikou je stidium konvexnych mnoho-
stenou s predpisanymi vdhami (t.j. si¢tami stupriov incident-



5.10 CHEMICKE GRAFY

nych vrcholov) stien. V préaci [M. Horndk, J. Ivanco, On the
number of 3-polytopes with constant face weight, Studia Sc. Math.
Hungarica 39 (2002), 1 — 19] st ndjdené mohutnosti mno-
zin konvexnych mnohostenov s konstantnou vahou vsetkych
stien.

5.10 Chemické grafy

Rany rozvoj tedrie grafov ako matematickej discipliny bol
priamo spéty s aplikdciami v chémii: myslienka reprezen-
tovat molekuly chemickych zlaéenin ako grafy (kde vrcho-
ly zodpovedajii atémom a hrany jednoduchym, resp. nasob-
nym vdzbdm medzi nimi) sa objavila uz v pracach A. Cay-
leyho v 19. storo¢i (v stuvislosti s poc¢itanim poctu izomérov
acyklickych uhlovodikov — alkdnov). Neskor (cca od polo-
vice 20. storocia) sa objavuji prace preukazujtce silnd ko-
reldciu medzi mnohymi fyzikalno-chemickymi vlastnostami
organickych zltic¢enin a invariantami vztahujicimi sa ku gra-
fom molekuil danych zlacenin; toto vyustilo do samostatne;
matematickej discipliny — chemickej teérie grafov. S rozvo-
jom novych moZnosti syntézy chemickych latok sa pozornost
chemikov upriamila tieZ na pripravu a vyskum vlastnosti or-
ganickych molekul s tvarmi konvexnych mnohostenov. Tato
téma sa ukdzala byt velmi hortdcou najma v stivislosti s obja-
vom novych foriem uhlika — molekuly C¢ (za ¢obola v r. 1995
udelena Nobelova cena) a nésledne dalsich podobnych mole-
kdal tzv. fullerénov. Tieto Struktary sa vlastne kubické mno-
hosteny, ktoré maja presne 12 patuholnikovych stien a ostat-
né steny su Sestuholniky. Ich grafy maja (v porovnani s inymi
rovinnymi grafmi) viacero peknych vlastnosti, napr. obsahu-
ju perfektné sparenie — mnozinu hran M takd, Ze ziadne dve
hrany z M nemaja spolo¢ny vrchol a kazdy vrchol inciduje
snejakou hranou z M (v molekule zodpovedajt dvojitym vaz-
bam medzi uhlikovymi atémami). Jeden z najatraktivnejSich
problémov tykajucich sa grafov fullerénov vSak bola otazka
existencie hamiltonovskej kruznice; bola pritom Specidlnym
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pripadom domnienky Goodeyho a Barnetta zo 70-tych rokov
20. storocia, podla ktorej st vSetky kubické 3-stvislé rovinné
grafy so stenami velkosti najviac 6 hamiltonovské. Pozitivna
odpoved na tato otdzku by znac¢ne ulah¢ila klasifikaciu a po-
rovndvanie rozli¢nych fullerénov. Cesta k dokazu hypotézy
viedla cez Stidium najdlhSich kruZznic v polyedralnych gra-
foch, s ktorym mali ¢lenovia KoS$ickej Skoly uZz predchddzajui-
ce bohaté skusenosti. Prvy vyrazny prielom sa podaril S. Jen-
drolovi a P. J. Owensovi: v ¢lanku [Longest cycles in generali-
zed Buckminsterfullerene graphs, J. Math. Chem. 18 (1995), 83
- 90] (na matematickti prdcu pomerne rychlo uverejnenom)
dokézali, Ze kazdy fullerén obsahuje kruZznicu, na ktorej lez{
aspon 80% atémov uhlika. Po sérii ndslednych vylepSeni toh-
to vysledku sa napokon F. KardoSovi podarilo horeuvedent
domnienku dokazat v [F. Kardo$, A computer-assisted proof of
Barnette-Goodey conjecture: Not only fullerene graphs are Hamilto-
nian, SIAM J. Discrete Math.34 (1) (2020), 62 — 100]; dokaz
spociva v postupnej transformdcii grafu fullerénu a jeho re-
dukcii do stavu, kde bolo postacujtce pouZit pocitacové pre-
hladdvanie moZnosti vzdjomného usporiadania stien velkosti
ostro mensej ako 6 na lokalne overenie poZadovanych global-
nych vlastnosti prislusnych grafov.

Nérast vSeobecného zdujmu o problematiku matematic-
kych vlastnosti fullerénov a im pribuznych mnohostenov pri-
niesol tiez zaujem o skor$iu préacu [S. Jendrol, On face-vectors
of trivalent convex polyhedra, Math. Slovaca 33 (1983), 165 —
185]. Neskor sa podarilo kladne vyriesit otazku z teoretickej
chémie o moZnej existencii kubického fulleroidu, t.j. mnoho-
stena, ktory obsahuje len patuholnikové a n-uholnikové ste-
ny a naviac ma grupu symetrii izomorfna s rota¢nou gru-
pou symetrif dvadsatstena (angl. icosahedron), vid [S. Jen-
drol, M. Trenkler, More icosahedral fulleroids, J. Math. Chem.
(2001) ]. Pokracujtic vo vyskume moznych griap symetrif ful-
leroidov, S. Jendrol a F. Kardos publikovali pracu [ On octahed-
ral fulleroids, Discrete Appl. Math. 155 (2007), 2181 — 2186 |;
néasledne dostali pozvanie napisat kapitolu do monografické-
ho diela o fullerénoch a fulleroidoch. Vysledkom ich spoloc-
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nej prace bola kapitola [S. Jendrol, F. Kardos, Symmetry of ful-
leroids, in: Handbook of Nanophysics (K. D. Sattler) Taylor
& Francis Publishers (CRC Press), Boca Raton 2010, Chap-
ter 28,1 -13].

5.11 DIhé kruznice v polyedralnych
grafoch

Je zndme, Ze polyedralne grafy nielenZe nemusia byt hamil-
tonovské, ale ich najdlhsie kruZznice mo6zu mat — vzhladom
na pocet vrcholov grafu — iba sublineadrnu dizku. Prirodzene
sa preto venovala pozornost skiimaniu dodato¢nych podmie-
nok, za ktorych mozno v polyedrédlnych grafoch néjst kruz-
nice line4rnej dizky. Jednou z takychto podmienok je poZia-
davka na Specifické vlastnosti miniméalnych mnozin vrcholov
(tzv. vrcholovych rezov), ktorych odstrdnenie porusuje st-
vislost grafu. Definovand je nasledovne: plandrny 3-stavisly
graf G je esencidlne 4-stvisly, ak pre kazdy jeho vrcholovy 3-
rez S plati, Ze jeden z komponentov grafu G —S ziskaného z G
odobratim vSetkych vrcholov S pozostava z jediného vrchola.
L. Fabrici, ]. Harant a S. Jendrol — nadvézujtic na predchadza-
jucu dlhoroént tspesnu spolupracu Kosickej Skoly s vyskum-
nou skupinou na Technische Universitidt Ilmenau, Nemecko —
v praci [ On longest cycles in essentially 4-connected planar graphs,
Discuss. Math. Graph Theory 36 (2016), 565 — 575] obnovi-
li stadium najdlhsich kruznic v esencidlne 4-stvislych poly-
edrédlnych grafoch vylepSenim dovtedajsich dolnych ohrani-
Zeni ich dizok. Ukazali, e dizka takejto kruznice je aspoti
%(n + 4) vo vSeobecnosti, resp. aspori %(n + 4) ak G je n-
vrcholovy maximalny planarny graf. Neskor I. Fabrici, J. Ha-
rant, S. Mohr a J. M. Schmidt v ¢lanku [Circumference of es-
sentially 4-connected planar triangulations, J. Graph Algorithm
Appl. 25 (2021), 121 - 132] vylepsili tento odhad na %(n +4)
(tento odhad je tesny). Ti isti autori dokazali v praci [Longer
cycles in essentially 4-connected planar graphs, Discuss. Math.
Graph Theory 40 (2020), 269 - 277], Ze esencidlne 4-suvisly
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glanérny graf na n vrcholoch obsahuje kruznicu dizky aspont

(n + 2), ktorti navyse v grafe moZzno néjst v case On?).
V poslednom obdobi sa tiez v prostredi Kosickej Skoly
sktimali grafy, ktoré nie st hamiltonovské, avsak z pohla-
du diZok najdlhgich kruznic k nim majt velmi blizko. Ide
o tzv. hypohamiltonovské grafy, z ktorych odstranenim Iu-
bovolného vrchola vzdy vznikne hamiltonovsky graf. 1. Fab-
rici, T. Madaras a M. Timkova v préci [Forbidden configurati-
ons for hypohamiltonian graphs, Opuscula Mathematica 38(3)
(2018), 357 - 377] priniesli rozsiahly zoznam zakdzanych kon-
figuracii pre hypohamiltonovské grafy; neskor v spolupraci
s kolegami z Ghent University v Belgicku v ¢lanku [I. Fabrici,
T. Madaras, M. Timkovda, N. Van Cleemput, C. T. Zamfires-
cu, Non-hamiltonian graphs in which every edge-contracted subg-
raph is hamiltonian, Applied Mathematics and Computation
392 (2021) 125714 ] iniciovali $tadium vlastnosti celkom novej
triedy tzv. perihamiltonovskych grafov (t.j. nehamiltonov-
skych grafov takych, Ze kontrakciou kazdej ich hrany vznikne
hamiltonovsky graf).

Spolupraca s vyskumnou skupinou z TU Ilmenau, Nemec-
ko priniesla tiez zaujimavé vysledky o dlhych kruZniciach
prechadzajtcich cez predpisané vrcholy v grafoch. V ¢lanku
[J. Harant, S. Jendrol, H. Walther, On long cycles through four
prescribed vertices of a polyhedral graph, Discuss. Math. Graph
Theory 28 (2008), 441 — 451] je dokazané, ze

ak 3-savisly rovinny graf G obsahuje najdlhsiu
kruznicu dlzky ¢ > 44, tak ma aj kruznicu dlzky

1 20 Aoyt PR
aspon z¢c + 5 prechadzajucu cez akékolvek Styri
vrcholy G.

5

5.12 Cyklické zafarbenia rovinnych
grafov
Znamy problém Styroch farieb a snahy o jeho vyrieSenie mo-

tivovali matematikov od druhej polovice 20. storocia ku sku-
maniu zafarbeni rovinnych grafov, ktoré by zovseobecnili
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klasické reguldrne zafarbenie, pricom v pripade rovinnych
trianguldcii by viedli k ziadanému vrcholovému 4-zafarbeniu.
Takto Ore a Plummer v r. 1969 zaviedli cyklické zafarbenie ro-
vinného grafu ako také zafarbenie jeho vrcholov, pri ktorom
ziadne dva vrcholy patriace tej istej stene nemaji rovnakad far-
bu; k tomu definovali pojem cyklického chromatického ¢isla
rovinného grafu ako minimdlny pocet farieb, ktorymi sa da
rovinny graf cyklicky zafarbit.

Plummer s Toftom v praci [M. D. Plummer, B. Toft, Cyc-
lic coloration of 3-polytopes, Journal of Graph Theory 11 No. 4
(1987), 507 — 515 ] sformulovali hypotézu, podla ktorej by cyk-
lické chromatické ¢islo 3-stivislého rovinného grafu G nema-
lo presiahnut maximdlny stuper steny v grafe G o viac nez 2.
V préaci [H. Enomoto, M. Hornidk, S. Jendrol, Cyclic chromatic
number of 3-connected plane graphs, SIAM Journal on Discrete
Mathematics 14 No. 1 (2001), 121 - 137] autori dokazali, Ze
ak maximalny stupeti steny v 3-stivislom rovinnom grafe G je
A* > 60, tak cyklické chromatické ¢islo grafu G neprevysuje
A* + 1. Ide o absolttny, teda vo vSeobecnosti nezlepsitelny
vysledok (kedZe graf A*-bokého ihlana tato hranicu pre po-
Zet farieb dosahuje). Co sa tyka hypotézy Plummera a Tofta,
najprv M. Horfidk a S. Jendrol v praci [ On a conjecture by Plum-
mer and Toft, J. Graph Theory 30 (1999), 177 — 189] dokézali
jej platnost pre A* > 24, potom v praci [M. Horndk, J. Zlama-
lova, Another step towards proving a conjecture by Plummer and
Toft, Discrete Mathematics 310 No. 3 (2010), 442 — 452] auto-
ri prispeli k jej vyrieSeniu analyzou pripadov, ked maximélny
stupen steny v grafe G je A* > 18. Momentélne je hypotéza
dokézana pre pripad A* = 3 (Four Colour Theorem), A* = 4
[O. V. Borodin, Solution of the Ringel problem on vertex-face colo-
ring of plane graphs and coloring of 1-planar graphs, Metody dis-
kretnogo analiza 41 (1984), 12 — 26] a A* > 16 [Z. Dvotak,
M. Hebdige, F. Hlasek, D. Kral, J. A. Noel, Cyclic coloring of
plane graphs with maximum face size 16 and 17, European Jour-
nal of Combinatorics 94 (2021) 103287]. J. Zlamalova v pra-
ci [A note on cyclic chromatic number, Discuss. Math. Graph
Theory 30 (2010), 115 - 122] dokézala platnost hypotézy pre
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3-stivislé rovinné grafy s A* > 6 a minimalnym vrcholovym
stupfiom 6(G) > 4, resp. s minimalnym vrcholovym stup-
nom 6(G) > 5.

Doposial najlepsi vysledok pre 3-stvislé rovinné grafy vo
v8eobecnosti je obsiahnuty v préci [H. Enomoto, M. Hor-
nak, A general upper bound for the cyclic chromatic number of
3-connected plane graphs, Journal of Graph Theory 62 No. 1
(2009), 1 — 25]: ich cyklické chromatické ¢islo je nanajvys
A* +5.

Pokial ide o suvislé rovinné grafy, O. V. Borodin v r. 1984
vyslovil hypotézu, Ze cyklické chromatické ¢islo stivislého ro-
vinného grafu je najviac [%], ak A* > 3. Tato hypotéza je
zndma ako Cyclic Coloring Conjecture. Aktudlny stav rie-
Senia tejto hypotézy, uvedeny spolu s ¢iastoénymi ¢i pribliz-
nymi rieSeniami je obsahom nedavnej publikdcie [S. Jendrol,
R. Sotak, On the cyclic coloring conjecture, Discrete Math. 344
(2021) 112204].

5.13 Facialne zafarbenia rovinnych
grafov

Definicie viacerych Specifickych zafarbeni grafov (ktorych
Specidlnymi pripadmi st Standardné reguldrne zafarbenia)
sa opieraju o farebné vlastnosti ciest v zafarbenom grafe.
V pripade rovinnych grafov moZzno uvazovat obmeny tychto
zafarbeni tym, Ze sa do definicie nezahrnie mnozina vSetkych
ciestv grafe, ale len tzv. facidlnych ciest, t.j. ciest, ktoré st cas-
tou hrani¢ného sledu nejakej steny, pricom kazda dvojica po
sebe iducich hran cesty je stisledna na stene, ktort hrani¢ny
sled vymedzuje. V rdmci Kosickej Skoly diskrétnej matemati-
ky bolo iniciované sttidium celého radu problémov motivova-
nych farebnymi vlastnostami facidlnych ciest, resp. facidlnych
sledov. Podrobnejsie o nich sa moZzno dozvediet v prehlado-
vych pracach []J. Czap, S. Jendrol, Facially-constrained colorings
of a plane graphs: A survey, Discrete Math. 340 (2017), 2691
—2703] a [J. Czap, M. Horndk, S. Jendrol, A survey on the cyc-
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lic coloring and its relaxations, Discuss. Math. Graph Theory
41 (2021), 5 - 38]. Nizsie si pripomenieme len zopar najk-
raj$ich vysledkov o facialnych zafarbeniach rovinnych grafov,
ktoré st vysledkom snaZenia viacerych reprezentantov Kosic-
kej 8koly diskrétnej matematiky.

5.13.1 Facidlne zoznamové zafarbenie rovinnijch grafov

Nech G = (V,E,F) je suvisly rovinny graf s vrcholovou
mnozinou V, hranovou mnozinou E a stenovou mnozZinou F.
Pre X € {V,E,F,VUE,VUF,EUF,V UEU F}, dva r6zne
prvky z X st facidlne susedné v G, ak st to susedné vrcholy,
susedné steny, incidentné prvky grafu alebo facidlne susedné
hrany. Zoznamové k-zafarbenie je facidlne vzhladom na X, ak
existuje zoznamové zafarbenie prvkov z X také, Ze facidlne
susedné prvky z X ziskaja (kazdy zo svojho zoznamu farieb,
ktory ma dizku k) rozne farby. V praci [I. Fabrici, S. Jendrol,
M. Voigt, Facial list colourings of plane graphs, Discrete Math.
339 (2016), 2826 — 2831] je dokazané, ze kazdy rovinny graf
G = (V,E,F) ma facidlne zoznamové 4-zafarbenie vzhladom
na X = E, facidlne zoznamové 6-zafarbenie vzhladom na
X € {V UEE U F} a facidlne zoznamové 8-zafarbenie
vzhladom na X = V U E U F. Pre rovinné trianguldcie je
kazdy z tychto vysledkov vylepSeny o jedna a je tesny. Tieto
vysledky dopliiaji Thomassenovu vetu, %e kazdy rovinny
graf ma zoznamové 5-zafarbenie vzhladom na X € {V,F}
a vetu Wanga a Liha, Ze kazdy jednoduchy rovinny graf ma
zoznamové 7-zafarbenie vzhladomna X = V U F.

V praci []. Grytczuk, S. Jendrol, M. Zajac, Graph polynomials
and paintability of plane graphs, Discrete Appl. Math. 313
(2022), 71 - 79] su tieto vysledky e$te vylepSené v zmysle,
Ze horeuvedené konstanty zhora ohranicuji nielen facidlnu
volitelnost uvazovanych grafov, ale aj ich Alonovo-Tarsiho
¢islo (ktoré samo osebe tvori horny odhad volitelnosti grafu).
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5.13.2  Facidlne nerepetitivne zafarbenia

Hranové zafarbenie rovinného grafu G sa nazyva facidlne ne-
repetitivne, ak v G neexistuje facidlna cesta taka, Ze jej prva
polovica je zafarbend tou istou postupnostou farieb ako jej
druha polovica. Tento druh zafarbenia bol inSpirovany nere-
petitivnym hranovym zafarbenim, ktoré zaviedli na zaciatku
milénia N. Alon, J. Grytczuk a kol. ako koncept zovSeobec-
nujici zndme Thueove postupnosti (tieto zodpovedaja nere-
petitivnym zafarbeniam ciest). V [F. Havet, S. Jendrol, R. So-
tak, E. Skrabuldkova, Facial non-repetitive edge coloring of plane
graphs, J. Graph Theory 66 (2010), 38 — 48] je dokazané, ze
kazdy strom m4 facidlne hranové nerepetitivne zafarbenie 4
farbami, kazdy stvisly multigraf 8 farbami, kazdy jednodu-
chy 3-stvisly rovinny graf resp. kazdy hamiltonovsky rovin-
ny graf 7 farbami.

Analogicky (v praci [J. Harant, S. Jendrol, Nonrepetitive ver-
tex colorings of graphs, Discrete Math. 312 (2012), 374 — 380])
je definovana vrcholova verzia facidlneho nerepetitivneho za-
farbenia. J. Barét a J. Czap dokazali v [ Facial nonrepetitive ver-
tex coloring of plane graph, J. Graph Theory 74 (2013), 115 -
121], ze kazdy rovinny graf ma vrcholové facidlne nerepeti-
tivne zafarbenie najviac 24 farbami.

5.13.3  Facidlne zafarbenia s jedinecnym maximom

Vrcholové zafarbenie rovinného grafu G s jedine¢nym maxi-
mom je také zafarbenie, Ze pre kazdu stenu f v G sa farba
s najvyssou ¢iselnou hodnotou vyskytne prave na jednom vr-
chole f. I. Fabrici a F. Goring v [Unique-maximum coloring of
plane graphs, Discuss. Math. Graph Theory 36 (2016), 95 —
102] dokazali, zZe kazdy rovinny graf ma takéto vrcholové za-
farbenie najviac 3 farbami resp. najviac 6 farbami v pripade,
Ze sa ziada regularnost zafarbenia. Vyslovili tieZ hypotézu, ze
hranica 6 by sa mohla znizit na 4 (¢o by znamenalo zosilnenie
vety o Styroch farbach). Nasledne A. Wendland v [ Coloring of
plane graphs with unique maximal color on faces, J. Graph Theory
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83 (2016), 359 — 371] vylepsil Fabriciho a Géringovu hranicu
o 1 a zanedlho nato B. Lidicky, K. Messerschmidt, R. Skrekov-
ski [A counterexample to a conjecture on facial unique-maximal
colorings, Discrete Appl. Math. 237 (2018), 123 — 123 ] skon-
Struovali priklad rovinného grafu, ktory ukazal, Ze hranica 5
je vo vSeobecnosti tesnd.

Pre hranovt a totalnu verziu zafarbenia s jedine¢nym ma-
ximom I. Fabrici, M. Horfidk a S. RindoSova v [Facial unique-
maximum edge and total colouring of plane graphs, Discrete Appl.
Math. 291 (2021), 171 — 179] ukézali, Ze kazdy 2-hranovo-
suvisly graf je facidlne 4-hranovo a 6-totalne-zafarbitelny
vzhladom na podmienku jediného maxima; hranice 4 a 6 st
tesné. Pre zoznamovi verziu tychto zafarbeni savislych ro-
vinnych grafov je v uvedenom ¢ldnku dokdzané, Ze prislusné
zafarbenia existujt, ak sa farby vyberajt zo zoznamov dizok
6, resp. 8.

5.13.4 Facidlne zafarbenia s nepdrnym vyskytom farieb na stendch

Facidlne neparne vrcholové (resp. hranové) zafarbenie 2-
stivislého rovinného grafu G je také zafarbenie jeho vrcholov
(resp. jeho hran), ze na kazdej stene sa kazda tam vyskytu-
juca farba vyskytuje neparny pocet krat. V [J. Czap, S. Jen-
drol, M. Voigt, Parity vertex coloring of plane graphs, Discrete
Math. 311 (2011), 512 — 520] bolo dokazané, ze kazdy rovin-
ny 2-stvisly graf ma nepdrne vrcholové zafarbenie 118 farba-
mi. Hranica 118 bola zniZend na 97 v praci [ T. Kaiser, D. Kral,
M. Stehlik, R. Skrekovski, Strong parity vertex coloring of pla-
ne graphs, Discrete Math. Theor. Comput. Sci. 16 (2014),
143 — 158], av8ak stale ¢aka na vylepsSenie (i ked pre viaceré
Specidlne triedy rovinnych grafov tato hranica bola zlepsena
podstatnym sposobom).

V pripade facidlneho hranového zafarbenia 2-stivislych ro-
vinnych grafov je situdcia slubnej$ia. V praci []J. Czap, S. Jen-
drol, F. Kardo$, R. Soték, Facial parity edge colouring of plane pse-
udographs, Discrete Math. 312 (2012), 2735 - 2740] je dokaza-
né, Ze pre hranovo 4-stivislé rovinné grafy staci 9 farieb, v pri-
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pade hranovo 3-suvislych grafov sta¢i 12 farieb a pre hranovo
2-stvislé staci 20 farieb. Hranica 20 pre hranovo 2-stvislé gra-
fy bola neskor vylep$end na 16 v praci [B. LuZar, R. Skrekov-
ski, Improved bound on facial parity edge coloring, Discrete Math.
313 (2013), 2218 - 2222]; velmi Cerstvy ¢lanok K. Storgela z r.
2023 uvadza priklad grafov, ktoré pre takéto zafarbenie po-
trebuju 12 farieb.

5.13.5 Facidlne bezanagramové hranové zafarbenia

Postupnost aq,4,, ...,a,, sa nazyva anagram, ak postupnost
Ay 41,540, .-+, 02y, j€ permutaciou postupnostiay, a,, ..., a,. Po-
stupnost S sa vol4d bezanagramovd, ak Ziadna podpostupnost
za sebou idtcich ¢lenov S nie je anagram. Zafarbenie hran
daného rovinného grafu G sa vola facidlne bezanagramové,
ak postupnost farieb na hrandch Ziadneho stenového tahu
netvori anagram. V préci []. Czap, S. Jendrol, R. Sotdk, Fa-
cial anagram-free edge-coloring of plane graphs, Discrete Appl.
Math. 230 (2017), 151 — 155] je ukdzané, ze kazdy suvisly
rovinny graf G ma facidlne bezanagramové hranové zafarbe-
nie 11 farbami. Naviac, ak G je 3-stvisly rovinny graf, tak na
uvedené zafarbenie staci 9 farieb.

5.13.6  Kritke monochromatické facidlne cesty

Slavna veta o Styroch farbach hovori, Ze kazdy rovinny graf
sa da zafarbit 4 farbami tak, Ze kazdé dva susedné vrcholy
ziskaju rozne farby (a teda monochromatické facidlne cesty
su len jednovrcholové). V praci []J. Czap, I. Fabrici, S. Jen-
drol, Coloring of plane graphs without long monochromatic facial
paths, Discuss. Math. Graph Theory, 41 (2021), 801 — 818]
je ukdzané, ze pomocou troch (resp. dvoch) farieb je mozné
vrcholy kazdého rovinného grafu zafarbit tak, Ze kazda naj-
dlhs$ia facidlna monochromatickd cesta md najviac tri (resp.
Styri) vrcholy. Autori prace sa domnievaju, Ze kazdy rovinny
graf moZno zafarbit danymi poctami farieb tak, Ze najdlhsie
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facidlne monochromatické cesty maji najviac dva (resp. tri)
vrcholy.

5.14 Paletové zafarbenia vSseobecnych
grafov

Paleta vrchola v pri reguldrnom zafarbeni hran grafu G (kto-
rého ziadny komponent nie je kompletny 2-vrcholovy graf
K5 a nanajvys jeden komponent je kompletny 1-vrcholovy
graf K;) je mnozina farieb hran incidentnych s v. Pozoro-
vatelnost (angl. observability) grafu G je minimalny pocet
farieb v regularnom zafarbeni hran G, ktoré ma ta vlastnost,
ze akékolvek dva rozne vrcholy G maja rozne palety. Tento
pojem zaviedli J. Cerny, M. Hortidk, R. Sotdk v praci [Obser-
vability of a graph, Mathematica Slovaca 46 No. 1 (1996), 21
— 31] nezavisle od prace [A. C. Burris, R. H. Schelp, Vertex-
distinguishing proper edge-colorings, Journal of Graph Theory
26 No. 2 (1997), 73 — 82]. Ziskali v nej hodnoty tohto nové-
ho chromatického invariantu pre grafy niektorych jednodu-
chych tried. V préci [M. Horndk, R. Sotdk, Asymptotic behavi-
our of the observability of Q,,, Discrete Mathematics 176 (1997),
139 — 148] bol ndjdeny asymptoticky vysledok tykajtci sa po-
zorovatelnosti grafu n-rozmernej kocky v zavislosti od hod-
noty rozmeru n.

Susedov rozlisujtci index (angl. neighbour-distinguishing
index) grafu G (neobsahujticeho K, ako komponent) je naj-
mensi pocet farieb v takom reguldrnom zafarbeni hrédn G, Ze
akékolvek dva susedné vrcholy G maja rdzne palety. Ten-
to invariant bol definovany v praci [Z. F. Zhang, L. Z. Liu,
J. F. Wang, Adjacent strong edge colorings of graphs, Applied
Mathematics Letters 15 No. 5 (2002), 623 — 626], kde autori
taktieZ sformulovali hypotézu, podla ktorej by jeho hodnota
nemala prevySovat maximélny stupen A grafu G o viac nez
dva, ak kazdy komponent stvislosti G ma aspon Sest vrcho-
lov. V préci [K. Edwards, M. Horiidk, M. Wozniak, On the
Neighbour-Distinguishing Index of a Graph, Graphs and Com-
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binatorics 22 No. 3 (2006), 341 — 350] je dokdzané, ze ak G je
plandrny bipartitny graf s maximalnym stuptiom A > 12, tak
susedov rozliSujaci index G je nanajvy$ A+1. V praci [M. Hor-
nak, D. J. Huang, W. F. Wang, On Neighbor-Distinguishing
Index of Planar Graphs, Journal of Graph Theory 76 No. 4
(2014), 262 — 278] autori ukdazali, Ze hypotéza Zhang-Liu-
Wang plati pre planarne grafy s maximalnym stupriom aspor
12.

Paletovy index (angl. palette index) grafu G je minimal-
ny pocet paliet v akomkolvek regularnom zafarbeni hrén G.
Pojem prvykrat zaviedli M. Horndk, R. Kalinowski, M. Mesz-
ka a M. Wozniak v praci [ Minimum Number of Palettes in Edge
Colorings, Graphs and Combinatorics 30 No. 3 (2014), 619
- 626], kde okrem iného stanovili hodnoty tohto grafového
invariantu pre vSetky kompletné grafy.

5.15 Silné hranové zafarbenia

P. Erdés a J. Nesettil v r. 1985 navrhli studovat silné hranové
zafarbenie grafu G ako reguldrne zafarbenie hran, v ktorom
kazd4 farebnd mnoZina hran indukuje sparenie. Ulohou je
néjst silny chromaticky index G, teda minimalny pocet farieb
potrebnych na jeho silné hranové zafarbenie. Tento problém
je stale zivy s mnohymi otvorenymi otdzkami. Aj v KOKOSe
sme sa mu venovali. V praci [D. Hudék, B. Luzar, R. Sotdk,
R. Skrekovski, Strong edge-coloring of planar graphs, Discrete
Math. 324 (2014), 41 — 49] st najdené horné odhady silného
chromatického indexu pre viaceré mnoziny rovinnych grafov.
Praca hned upttala pozornost, databdza Scopus na fiu dopo-
sial eviduje 24 citacii. Aj neddvna praca [B. Luzar, E. Méca-
jova, M. Skoviera, R. Soték, Strong edge-coloring of graphs and
covers of Kneser graphs, J. Graph Theory 100 (2022), 686 —697],
ktora riesi ten isty problém pre Kneserove grafy, uz zazname-
nala 7 citacii.

V Cerstvej praci [B. Luzar, M. Mockov¢iakova, R. Sotdk,
Revisiting semistrong edge-coloring of graphs, J. Graph Theory
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(2023), 1 - 21] je Studované hranové zafarbenie motivované
silnym hranovym zafarbenim, kde podmienka na zafarbenie
je oslabend tak, aby kaZzda hrana kazdej farebnej mnoziny
mala v podgrafe indukovanom touto mnoZinou hran stupen
jedna.

5.16 Hviezdicové hranové zafarbenia

Hviezdicové hranové zafarbenie (angl. star edge coloring)
je regularne zafarbenie hran bez dvojfarebnych ciest a kruz-
nic dizky 4. V préci [L. Bezegova, B. Luzar, M. Mockov¢ia-
kové, R. Soték, R. Skrekovski, Star edge coloring of some classes
of graphs, J. Graph Theory 81 (2016), 73 — 83] st ndjdené tes-
né horné ohranicenia na pocet farieb hviezdicovych zafarbeni
pre stromy a subkubické grafy a odvodené horné ohranicenie
pre rovinné grafy, ktorych vSetky vrcholy leZia na vonkajsej
stene. O jej kvalite sved¢i, Ze Scopus na 1iu eviduje 31 citécii.
Aj dalSia préca o tejto problematike, [ B. Luzar, M. Mockov¢ia-
kové, R. Sotdk, Note on list star edge-coloring of subcubic graphs,
J. Graph Theory 90 (2019), 304 — 310| zaznamenala 10 cita-
cii. Tyka sa zoznamovej verzie hviezdicového indexu subku-
bickych grafov; je v nej dokdzané, Ze tento index je najviac
7, ¢im je zodpovedand otazka z prace [Z. Dvotédk, B. Mohar,
R. Sémal, Star chromatic index, J. Graph Theory 72 (2013), 313
- 326].

V ramci KOKOSu vznikla aj praca [P. Holub, B. Luzar,
E. Mihalikova, M. Mockov¢iakova, R. Sotak, Star edge-coloring
of square grids, Applied Mathematics and Computations
392 (2021) 125741] studujtca hviezdicové zafarbenia $tvor-
covych mriezok.

5.17 Homogénne grafové zafarbenia
V poslednych rokoch publikoval prof. Madaras (v spoluau-

torstve so svojimi doktorandmi M. Surimovou a A. Onder-
kom) taktieZ niekolko prac stvisiacich s chromatickou teéri-
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ou grafov, v ktorych Studovali rozli¢né varianty tzv. homo-
génnych grafovych zafarbeni. Ide o vrcholové ¢i hranové za-
farbenia (vo vSeobecnosti nie nutne reguldrne) s dodato¢nou
podmienkou rovnakého poctu farieb na Specificky vymedze-
nych podgrafoch grafu. Medzi také moézu patrit napr. ma-
ximdalne hviezdy (a im prisltachajtice zovseobecnenia bipar-
titnych regularnych zafarbeni, skiimané v pracach [M. Jani-
covd, T. Madaras, R. Sotdk, B. Luzar: From NMNR-coloring of
hypergraphs to homogenous coloring of graphs, Ars Mathemati-
ca Contemporanea 12(2) (2017), 351 — 360] a [T. Madaras,
M. Surimova, Homogeneous colourings of graphs, Mathematica
Bohemica 148(1) (2023),105-115]) ¢i stenové kruZnice v ro-
vinnych grafoch (pozri [T. Madaras, M. Surimovd, Facial ho-
mogeneous colouring of graphs, Symmetry 13(7) (2021) 1213]).
Hranové obmeny tychto zafarbeni boli sktimané len velmi ne-
davnov [J. Czap, S. Jendrol, T. Madaras, Facial visibility in edge
colored plane graphs, Graphs and Combinatorics 38(1) (2022)
4] a v [T. Madaras, A. Onderko, T. Schweser, Edge homogene-
ous colorings, Opuscula Mathematica 42(1) (2022), 65-73].

5.18 Zovseobecnené zafarbenia grafov
a dedicné vlastnosti

Jednou z vyznamnych tém Studovanych v rdmci KoSického
kombinatorického semindra boli dedi¢né vlastnosti grafov.
Ide o systematicky pristup k zovSeobecnenym zafarbeniam
grafov, ktoré st motivovaného zdkladnou definiciou:

Nech G = (V(G),E(G)) je graf a k je fixovanad konstanta.
Regulédrne vrcholové k-zafarbenie grafu G je také priradenie
farieb z mnoziny 1, 2, ..., k vrcholom grafu, pri ktorom sused-
né vrcholy dostant rozne farby:.

Kazdé takéto zafarbenie indukuje rozklad mnoZziny vrcho-
lov V(G) grafu G na monochromatické disjunktné podmno-
ziny. Nijaké dva vrcholy tej istej farby nie st spojené hra-
nou, preto kazda z mnoZzin je nezavisla (tiou indukovany graf
je bez hran). Je prirodzené klast si otdzku, ¢o sa zmeni, ak
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vlastnost , byt nezéavisly” nahradime nejakou inou Specific-
kou vlastnostou.

Vlastnostou grafu nazyvame akikolvek neprdzdnu mno-
zinu navzajom neizomorfnych grafov. Vlastnost sa nazyva
dedicnd, ak je uzavreta vzhladom na tvorbu podgrafov, t. j.
s kazdym grafom patria do dedi¢nej vlastnosti aj vsetky jeho
podgrafy. Vlastnost sa nazyva aditivna, ak je uzavreta vzhla-
dom na disjunktné zjednotenie grafov. Aditivnou a dedi¢nou
vlastnostou grafov je napriklad mnozina grafov s maximal-
nym stupniom A, zatial ¢o vlastnost , byt tplnym grafom” (lu-
bovolné dva vrcholy st spojené hranou) nie je ani dedi¢na,
ani aditivna. Dedi¢né vlastnosti grafov sa daja charakterizo-
vat pomocou minimélnych zakdzanych podgrafov a maximal-
nych dovolenych grafov, ¢o umozZnuje dalsie zovSeobecnenia.

Stadiu dedi¢nych vlastnosti sa zacal venovat P. Mih6k uz
vo svojej dizertacnej préci ,Grafy kritické vzhladom na svoje
charakteristiky”. Pod jeho vedenim vznikla diplomovéa praca
[J. Vronka, Vertex sets of graphs with prescribed properties, P.J. Sa-
farik University, Kosice, 1986 (in Slovak) |, ktora je jednym
z prvych prispevkov k hypotéze znamej ako Path Partition
Conjecture, ktord je dodnes vyrieSend iba pre Specidlne pri-
pady. Zaujimavostou je, Ze tato préca je citovand v mohych
prispevkoch na tato tému. Jednym z koSickych prispevkov
v tejto oblasti je praca [P. Katreni¢, G. Semani$in, A note on
the Path Kernel Conjecture, Discret. Math. 309 (2009), 2551 —
2554, ktora vylepsuje vysledok C. Thomassena.

Podobnej problematike ako P. Mihék sa zacal venovat aj Ja-
roslav Ivanco, ktory Studoval systémy nezdvislosti. Na pod-
net M. Borowieckeho zacali pracovat na prvej prehladovej
préci o dedi¢nych vlastnostiach grafov, ktora nakoniec vysla
iba v okliestenej verzii: [M. Borowiecki and P. Mih6k, He-
reditary properties of graphs, in: V.R. Kulli, ed., Advances in
Graph Theory (Vishwa International Publication, Gulbar-
ga, 1991), 41 - 68].

Prikladom vysledku o Struktire reguldrneho zafarbenia
je elegantné zovseobecnenie zndmej Brooksovej vety [P. Mi-
hok, An extension of Brooks'theorem, Annals of Discrete Math.
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51 (1992), 235 - 236]. Podobny Strukturdlny vysledok bol
ziskany v neskorSej praci [P. Mihok, 1. Schiermeyer, Cycle
lengths and chromatic number of graphs, Discret. Math. 286(1-
2):(2004), 147 - 149].

V rdmci spolo¢ného vyskumu vznikla zaujimava praca o k-
degenerovanych grafoch [M. Borowiecki, J. Ivanc¢o, P. Mi-
hok, G. Semanisin, Sequences realizable by maximal k-degenerate
graphs J. Grap Theory 19(1):(1995), 117 - 124].

V roku 1995 sa na konferencii v Krakove stretli P. Mihok,
Izak Broere a Mieczystaw Borowiecki a nastartovali dlhoroc-
nd plodna spoluprdcu troch vyskumnych skupin z Kosic,
Johanesburgu/Pretérie a Zielonej Gory. Prvym spoloénym
projektom bol prehladovy ¢lanok [M. Borowiecki, I. Broere,
M. Frick, P. Mihok, G. Semanisin, A survey of hereditary proper-
ties of graphs, Discuss. Math. Graph Theory 17(1): (1997),
5 - 50], ktory vysiel spolu s dalsimi pracami v ¢asopise Dis-
cussiones Mathematicae Graph Theory a ma viac ako 100 citacii.
Ten bol postupom ¢asu zaradeny aj do vyznamnym prehlado-
vych databdz Current Content, WoS a Scopus. Jednou z tém,
na ktoré bol zamerany boli dedi¢né vlastnosti grafov.

V roku 1998 sa uskutocnil prvy Specializovany medzina-
rodny workshop Hereditarnia venovany problematike dedic-
nych vlastnosti, ktory sa nasledne uskuto¢nil viac ako dvad-
satkréat.

Stadium $truktary zviazu dediénych vlastnosti viedlo po-
stupne k zavedeniu pojmu minimdlne reducibilné ohrani-
cenie, ktoré umoznuje porovnavat kvalitu jednotlivych vy-
sledkov tykajacich sa zovSeobecneného zafarbenia. Prvym
vysledkom tohoto typu je [M. Borowiecki, I. Broere, P. Mi-
hok, Minimal reducible bounds for planar graphs, Discrete Math.
212(1-2):(2000), 19 — 27]. O sile a uzito¢nosti tohto zovse-
obectiujiceho pristupu sveddi aj velmi peknd a zaujimava
praca [M. Borowiecki, I. Broere, P. Mihok, Minimal reducib-
le bounds for planar graphs, Discrete Math. 21 (2000), 19 — 27],
ktora ddva hlboky a jednotiaci pohlad na cely rad réznych vy-
sledkov a problémov o plandrnych grafoch. Dal$im prispev-
kom k systematizacii tohoto konceptu je praca [G. Semanisin,
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Minimal reducible bounds for induced-hereditary properties, Disc-
ret. Math. 286(1-2): (2004), 163 - 170].

Tento jednotiaci pristup dovoluje studovat aj r6zne zovse-
obecnené grafové invarianty, ako to urobili P. Mihék a G. Se-
manisin vo svojom ¢lanku [On invariants of hereditary graph
properties, Discrete Math. 307 (2007), 958 — 963 ].

V tedrii grafov boli Studované aj rdzne sposoby generova-
nia vlastnosti. Jeden takyto pristup predstavuji aj univer-
zélne grafy. Z pohladu dedi¢nych vlastnosti sti zaujimavé
dva prispevky kosickej grafarskej skoly [P. Mihdk, J. Miskuf,
G. Semanisin, On universal graphs for hom-properties, Discuss.
Math. Graph Theory 29(2): (2009), 401 - 409] a [I. Broere,
J. Heidema, P. Mihok, Universality in graph properties with de-
gree restrictions, Discuss. Math. Graph Theory 33(3): (2013),
477 - 492].

Dedi¢né vlastnosti grafov je moZzné kombinovat i s moder-
nejsimi spdsobmi farbenia grafov, ako je zlomkové farbenie:
[A. Kemnitz, P. Mihdk, M. Voigt, Fractional (P, Q)-total list
colorings of graphs, Discuss. Math. Graph Theory 33(1):
(2013), 167 — 179].

5.19 Rozklad dedi¢nych vlastnosti na
ireducibilné faktory

Aditivne dedi¢né vlastnosti tvoria zvdz a zovSeobecnené
farbenia sa daju popisat aj algebraickym jazykom: Nech
Pq,P,, ..., P, st dedi¢né vlastnosti grafov. Hovorime, Ze graf
G ma vlastnost Py, P,, ..., P,, ak jeho mnoZzinu vrcholov V (G)
je mozné rozlozit na n mnoZin tak, ze podgraf grafu G indu-
kovany na i-tej mnozine vrcholov md vlastnost P;. Dedi¢na
vlastnost R sa nazyva reducibilnd, ak existuji dedi¢né vlast-
nosti P, P,, ..., P, také, ze R = Py, P,, ..., P,; inak sa volé ire-
ducibilnd. Prirodzene tak vznikaja otazky ohladom jedno-
znacnosti rozkladu dedi¢nych vlastnosti na ireducibilné fak-
tory, ¢o predstavuje analégiu zdkladnej vety algebry a zaklad-
nej vety aritmetiky. Dva z otvorenych problémov sa objavili
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aj v renomovanej knihe [T. R. Jensen, B. Toft, Graph Coloring
Problems, Wiley-Intersci. Ser. Discrete Math. Optim., Wi-
ley, New York, 1994, ISBN 0-471-02865-7]. RieSenie jedného
z nich sa nachddza v préci [ P. Mihok, G. Semanisin, R. Vasky,
Additive and hereditary properties are uniquelly factorizable into
irreducible factors, J. Graph Theory 33 (2000), 44 — 53]: je do-
kazané, ze faktorizacia reducibilnej vlastnosti na ireducibilné
faktory je jednoznacnd, ak vlastnost je aditivna.

Problém rozkladu reducibilnych vlastnosti zaujal A. Farru-
giu, ktory rozprudil diskusiu o viacerych technickych a filo-
zofickych aspektoch dokdzanych tvrdeni. Zo vzajomnej spo-
lupréce nakoniec vznikol este vieobecnejsi vysledok [A. Far-
rugia, P. Mihok, R. B. Richter, G. Semanis$in, Factorizations and
characterizations of induced-hereditary and compositive properties,
J. Graph Theory 49(1): (2005), 11 — 27]. Jeden z recenzen-
tov vo svojej recenzii upozornil, Ze grafy st v tejto publikdcii
uz len v motivac¢nej tlohe a cely pristup sa da aplikovat aj na
vSeobecnejsie Struktury. To je aplikované v ¢lanku [P. Mihok,
G. Semanisin, Unique factorization theorem for object-systems,
Discuss. Math. Graph Theory 31 (2011), 559 — 575] a tiez
v oblasti forméalnej konceptovej analyzy [P. Mihék, G. Sema-
nisin, Unique Factorization Theorem and Formal Concept Analysis,
CLA 2006: 232 - 239].

5.20 Vybrané problémy algoritmicke;j
tedrie grafov

G. Semanis$in so svojimi doktorandmi P. Katreni¢om, F. Gal-
¢ikom a J. Katreni¢om sa neskdr zacal venovat aj inym in-
formaticky motivovanym problémom, pricom viackrat bolo
pri ich $tidiu mozné vyuZzit taktieZ poznatky z oblasti dedic-
nych vlastnosti grafov. Tak vznikli prace [F. Gal¢ik, G. Sema-
ni$in, Maximum Finding in the Symmetric Radio Networks with
Collision Detection, SOFSEM (1) (2007), 284 — 294], [F. Gal-
¢ik, J. Katreni¢, G. Semanisin, On Computing an Optimal Semi-
matching, Algorithmica 78(3) (2017), 896 —913], []. Katrenic,
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L. Schiermeyer, Improved approximation bounds for the minimum
rainbow subgraph problem, Inf. Process. Lett. 111(3): (2011),
110 - 114] a [F. Galcik, J. Katreni¢, A note on approximating the
b-chromatic number, Discret. Appl. Math. 161(7-8) (2013),
1137 - 1140].

V ramci slovensko-slovinskej spoluprace vznikla séria prac,
ktora sa tykala k-cestného vrcholového pokrytia, t. j. ndjdenia
minimalného poctu vrcholov v grafe, ktoré treba ofarbit, aby
v zostdvajicom grafe neexistovali nijaké cesty radu k. Ten-
to novy pojem tzko stvisi s problematikou ndvrhov bezpec-
nych komunika¢nych protokolov v bezdrotovych sietach.

Velky ohlas zaznamenala najmaé praca [ B. Bresar, F. Kardos,
J. Katreni¢, G. Semani$in, Minimum k-path vertex cover, Disc-
ret. Appl. Math. 159(12) (2011), 1189 — 1195]. Tato préca
doteraz zaznamenala viac ako 140 cit4cif a v hodnoteni Sco-
pus ma percentil 97 vo vztahu k veku a poctu citacii v danej
oblasti. Zaujimavostou je, Ze je citovana tak v rdmci zaklad-
ného, ako aj aplikovaného vyskumu a uplatnenie nasla, napr.
pri rieSeni problémov s migraciou alebo COVID-om. Na tu-
to pracu nadvédzovalo aj viacero ¢lankov koSickej Skoly, ako
[J. Katreni¢, A faster FPT algorithm for 3-path vertex cover, Inf.
Process. Lett. 116(4) (2016), 273 — 278] a [I. Peterin, G. Se-
manisin, Geodesic transversal problem for join and lexicographic
product of graphs, Comput. Appl. Math. 41(4) (2022)].

5.21 Problémy Ramseyovského typu

Ako problematika Ramseyovského typu sa vo vSeobecnosti
zvykne oznacovat oblast vyskumu v rdmci teérie grafov, kto-
ra Studuje existenciu Specificky zafarbenych podgrafov v gra-
foch, ktoré st (lubovolnym spdésobom) hranovo zafarbené
pomocou istého pevného poctu farieb. Klasicky Ramseyov
problém rie$i otdzku minimalneho poctu vrcholov komplet-
ného grafu, ktory pri lubovolnom hranovom 2-zafarbeni ob-
sahuje jednofarebni képiu vopred uréeného mensieho kom-
pletného, resp. vSeobecného grafu. Variant tohto problému
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uvaZzuje existenciu képie uréeného mensieho grafu, ktora je
(pri hranovom zafarbeni celého zdrojového grafu) dahova:
lubovoIné dve ro6zne hrany képie maji rozne farby. V kon-
texte rovinnych grafov sa v praci [S. Jendrol, . Miskuf, R. So-
ték, E. Skrabulakovd, Rainbow faces in edge-colored plane graphs,
J. Graph Theory 62 (2009), 84 - 99] studovala otdzka najmen-
Sieho poctu farieb v Iubovolnom hranovom zafarbeni rovin-
ného grafu tak, aby sa v rovinnom grafe objavila dithova ste-
na. Nedavno sa objavila zaujimava aplikécia tychto vysled-
kov v doprave, popisand v ¢lanku [T. Tachibara, Y. Hirota,
K. Suzuki, K. Tsuritani, H. Hasegawa, Metropolitan area ne-
twork model design using regional railways informations for beyond
5G research, IEICE Transaction on Communications E106B
(2023), 296 — 306].

Motivovani horeuvedenou précou, S. Jendrol, I. Schiermey-
er a J. Tu v praci [ Rainbow numbers for matchings in plane trian-
qulations, Discrete Math. 331 (2014), 158 — 164 ] navrhli Stu-
dovat nasledujtci problém Ramseyovho typu: nech H je pla-
narny graf a P je nejakd mnoZzina plandrnych grafov. Nech
rb(P, H) je najmensi pocet r farieb taky, Ze ak H je podgrafom
nejakého plandrneho grafu G € P, tak akékolvek hranové za-
farbenie grafu G pomocou r farieb obsahuje dithovo zafarbe-
na képiu grafu H. V uvedenej praci autori nasli ohranic¢enia
pre rb(P, H), kde ako mnozinu P zvolili mnoZzinu rovinnych
n-vrcholovych triangulécii a za H zvolili mnoZinu k hran takd,
Ze Ziadne dve jej hrany nemajti spolo¢ny vrchol (t. j. spére-
nie). Nasledne v praci [M. Horndk, S. Jendrol, I. Schiermey-
er, R. Sotak, Rainbow Numbers for Cycles in Plane Triangulations,
Journal of Graph Theory 78 No. 4 (2015), 248 — 257] autori
iniciovali Stidium ddhovych kruZnic v hranovo zafarbenych
rovinnych trianguldcidch na n vrcholoch (t. j. pripad, kde
graf H je kruznica na k vrcholoch). Databdza Scopus udéva
na obe spominané prace spolu 44 citacii.

Tato problematika sa rychlo ujala: v praci [Z. Qin, Y. Lan,
Y. Shi, J. Yue, Exact rainbow numbers for matching in plane
triangulations, Discrete Math. 344 (2021) 112301] je presne
ur¢end hodnota rb(P,H) kde je P mnoZzina rovinnych n-
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vrcholovych rovinnych triangulécii a H je sparenie tvorené
k hranami. Prehladovy ¢lanok [Z. Qin, Y. Lan, Y. Shi, ]. Yue,
Long rainbow paths and rainbow cycles in edge colored graphs — A
survey, Appl. Math. Comput. 317 (2018),187 —192] a Cerstvé
prace [Y. Li, H. Lin, X. Hu, Anti-Ramsey number for cycles in n-
prisms, Discrete Appl. Math. 322 (2022),1-8], [Z.]in, R. Yu,
Y. Sun, Anti-Ramsey number of matching in outerplanar graphs,
Discrete Appl. Math. 345 (2024), 125 — 135] ukazujy, Ze je
stale Ziva.

Aj vrcholova verzia spomenutého problému o dihovej ste-
ne je dobre prestudovanad. S. Jendrol so spoluautormi v ¢lan-
ku [Z. Dvorak, S. Jendrol, D. Kral, G. Pap, Matching and non-
rainbow colorings, SIAM ]. Discrete Math. 33 (2009), 344 -
348] ukazali (popri inych vysledkoch), Ze maximélny pocet
farieb, ktory moze byt pouzity vo vrcholovom zafarbeni ku-
bického 3-stivislého rovinného n-vrcholového grafu G, ktory
neobsahuje ddhovd stenu, je rovny 5 + p — 2, kde  je pocet
hran v maximalnom spéreni duédlneho grafu G* ku grafu G.

5.22 Ohodnotenia grafov

Problematika ohodnoteni grafov sa na KOKOSe studovala od
80. rokov minulého storocia M. Trenklerom (magické ohod-
notenia), J. Ivan¢om (magické a supermagické ohodnotenia),
S. Jendrolom a M. Tka¢om (ireguldrna sila grafov).
Najaspesnejsimi kolegami pri Stadiu ohodnoteni grafov bo-
li prof. M. Baca a doc. A. Fenov¢ikova (v stcasnosti poso-
biaci na Technickej Univerzite v KoSiciach). Obaja sa venuju
stadiu vlastnosti rdznych typov grafovych ohodnoteni. Ide
o priradovanie prirodzenych ¢isel prvkom grafu (vrcholom,
hrandm a v pripade rovinnych grafov aj stendm) tak, aby boli
splnené isté vahové podmienky pre funkcie agregujtce hod-
noty prvkov. Vzhladom na typ vdhovych podmienok rozlisu-
jeme viaceré ohodnotenia: graciézne, magické, supermagic-
ké, antimagické, ireguldrne a rézne ich modifikacie a zovse-
obecnenia. Pocas svojej vedecko-vyskumnej prace sa M. Baca
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a A. Feniovcikova tspeSne zapojili do rieSenia grantovych pro-
jektov na PF UPJS a rozbehli tieZ Sirokt medzinarodnt spo-
luprdcu s r6znymi zahrani¢nymi univerzitami, kde sa venuja
problematike grafovych ohodnoteni, napr. Newcastle a Balla-
rat (Austrdlia), Bandung a Jakarta (Indonezia), Tamil Nadu
a Chennai (India), Lahore a Faisalabad (Pakistan), Taichung
(Taiwan), Jazan a Riyadh (Saudska Arabia), Al Ain (Spojené
Arabské Emiraty), Morrow a Georgetown (USA), Castellde-
fels a Barcelona (Spanielsko), Ostrava a iné.

5.22.1 Magické grafy

Z histérie matematiky je dobre zndma a dokladne Studovana
problematika magickych Stvorcov — ¢iselnych schém, v kto-
rych sa ¢isla 1, ... ,n% rozmiestnené do $tvorca n x n tak, ze
stcty v riadkoch a stipcoch st rovnaké. Kazdému takému-
to Stvorcu moZno priradit ohodnoteny kompletny bipartitny
graf K, ,,, v ktorom pre kazdy vrchol plati, Ze sticet ohodno-
teni hran s nim incidentnych je vzdy rovnaky (obratene, kaz-
dy takto ohodnoteny graf K,, ,, zodpoveda magickému Stvor-
cu). Na zaklade tohto pozorovania méZzeme sformulovat na-
sledujtcu definiciu: stavisly graf G je magicky, ak jeho hrany
je mozné ohodnotit ré6znymi kladnymi redlnymi ¢islami tak,
aby stucty tychto ohodnoteni pri kaZzdom vrchole boli rovnaké
(ich spolo¢na hodnota sa nazyva magicky index). Stadium
magickych grafov otvoril J. Sedlacek Problémom 27, ktory je
uvedeny v zborniku [ Theory of graphs and its applications, Proc.
Symp. Smolenice 1963, 163 — 167]; tlohou je rozhodnt, ¢i
dany graf G je magicky. V 70-tych rokoch minulého storo-
¢ia sa tato oblast vyskumu grafov teSila zna¢nému zaujmu.
M. Trenklerovi a jeho diplomantovi S. Jeznému sa podaril
huséarsky kuasok: nasli nutnti a postacujiicu podmienku na-
to, aby nejaky graf bol magicky, pozri [S. Jezny, M. Trenk-
ler, Characterization of magic graphs, Czech. Math. Journal 33
(108) (1983), 435—438]. V dalsom obdobi M. Trenkler pokra-
¢oval v stadiu Struktdry magickych grafov aj v pracach [Ma-
gic p-dimensional cubes, Acta Arithmetica 96 (2001),364-175]
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a [ Supermagic complete k-partite hypergraphs, Graphs Comb, 17
(2001), 171 - 175].

Na podnet M. Trenklera sa J. Ivan¢o zacal tiezZ venovat
ohodnoteniam grafov. Nosnou témou jeho vyskumu sa sta-
li supermagické grafy, t. j. grafy, ktorych hrany je mozné
ohodnotit navzdjom ré6znymi po sebe idtcimi prirodzenymi
¢islami tak, Ze stcty ohodnoteni hran incidentnych s danym
vrcholom nezavisia od vyberu vrchola. V porovnani s ma-
gickymi grafmi ide o ovela zloZitej$iu problematiku, doteraz
nie je zndma ani ich charakterizécia. V préci [J. Ivanco, On
supermagic regular graphs, Math. Bohem. 125 (2000), 99 -
114] st charakterizované supermagické regularne kompletné
multipartitné grafy. Clanok [S. Drajnovd, J. Ivanco, A. Sema-
nic¢ova, Number of edges in supermagic graphs, J. Graph The-
ory 52 (2006), 15 — 26] je venovany odhadom pre maximaélne
resp. minimélne pocty hran v supermagickych grafoch; v pra-
ci [J. Ivanco, A. Semanicova, Some constructions of supermagic
graphs using antimagic graphs, SUT J. Math. 42 (2006), 177 —
186] je popisané vyuzitie antimagickych grafov pri konstruk-
cii supermagickych grafov.

J. Ivan¢o neskor spolu so svojou doktorandkou L. Beze-
govou definovali a popisali vlastnosti stupriovo magickych
grafov, ktoré st zovSeobecnenim reguldrnych supermagic-
kych grafov (pozri [L. Bezegovd, J. Ivanco, An extension of
reqular supermagic graphs, Discrete Math. 310 (2010), 3571 —
3578] a []. Ivanco, I.. Bezegova, Number of edges in degree-magic
graphs, Discrete Math. 313 (2013), 1349 - 1357]).

5.22.2  Ireguldrne ohodnotenia

Postupnost stuptiov vrcholov grafu je jednou zo zdkladnych
a prirodzene studovanych grafovych charakteristik. Jej r6zno-
rodost obmedzuje zname tvrdenie (dnes uz stcast grafového
,folkléru”), ze neexistuje kone¢ny graf, ktorého stupne vrcho-
lov by boli navzdjom r6zne. Oproti tomu je jednoduché skon-
Struovat ireguldrne multigrafy s napospol réznymi stupna-
mi vrcholov. Navyse je mozné kazdy jednoduchy graf G ,ire-
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gularizovat”, t. j. premenit ho pridanim dodato¢nych hran
na ireguldrny multigraf G'; minimum z multiplicit takto zis-
kanych multigrafov G definuje tzv. ireguladrnu silu G (defi-
novanu Chartrandom a kol. v roku 1988). Multiplicity ndsob-
nych hran v G’ moZno potom chapat ako hodnoty priradené
hranam povodného grafu G - takto ziskané ohodnotenie in-
dukuje napospol rdzne stcty hodnot hran pri kazdom vrcho-
le. Motivovani pracami o iregularnej sile grafu M. Baca, S. Jen-
drol, M. Miller a J. Ryan zacali sktiimat totadlnu hranovt iregu-
larnu silu grafu ako invariant ku iregularnej sile pre totdlne
ohodnotenia. V praci [M. Baca, S. Jendrol, M. Miller, ]. Ryan,
On irregular total labellings, Discrete Math. 307 (2007), 1378 -
1388] zaviedli pojem totdlnej vahy vrchola (resp. hrany) ako
stuctu hodnoty priradenej vrcholu (resp. hrane) a hodnét pri-
radenych hrandm (resp. vrcholom) incidentnym s vrcholom
(resp. s hranou). Potom totdlne ohodnotenie je ireguldrne, ak
véahy roznych vrcholov (resp. hrdn) st rozne; totdlna vrcholo-
va (resp. hranova) ireguldrna sila tvs(G) (resp. tes(G)) grafu
G je definovand ako minimdlna hodnota z najva¢sich hodnot
hran spomedzi vSetkych mozZnych iregularnych ohodnoteni.
Spominani autori stanovili dolné a horné hranice pre tieto gra-
fové invarianty a pre niektoré triedy grafov (taplne grafy, pri-
zmy, hviezdy, cesty, cykly, kolesa a grafy priatelstva) uvied-
li presné hodnoty, ktoré dokazovali tesnost dolnych hranic.
Praca zaujala mnohych odbornikov pracujtcich v tejto oblasti
a podnietila ich vyskum v hladani lepSich hornych ohraniceni
pre dané invarianty a urceni ich presnych hodnot pre dalsie
triedy grafov. Doteraz je na ttto pracu evidovanych 414 cita-
cif podla Google Scholar, resp. 217 (vo Web of Science).

So zna¢nym zdujmom sa stretli aj prace J. Ivanca a S. Jen-
drola [Total edge irreqularity strength of trees, Discuss. Math.
Graph Theory 26 (2006), 449 — 456] (viac ako 50 citécif)
a S. Jendrola, J. Miskufa, R. Sotdka [Total edge irreqularity
strength of complete graphs and complete bipartite graphs, Disc-
rete Math. 310 (2010), 400 — 407] (citovand viac ako 35-krat).

A. Feriov¢ikova a M. Baca dalej pokracuju v stadiu iregulér-
nych ohodnoteni grafov a ich r6znych modifikacii. A. Ahmad,
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O. B. S. Al-Mushayt a M. Ba¢a v praci [A.Ahmad, O. B. S. Al-
Mushayt, M.Baca, On edge irregularity strength of graphs, App-
lied Mathematics and Computation 243 (2014), 607 — 610]
definovali hranovt verziu ireguldrnej sily. V praci [M. Ba-
¢a, S. Jendrol, K. Kathiresan, K. Muthugurupackiam, Entire
labeling of plane graphs, Applied Mathematics & Information
Sciences 9 No. 1 (2015), 263 —267] autori dalej definovali ste-
novu verziu ireguldrnych ohodnoteni (a zodpovedajtci inva-
riant, Gplnt stenovt iregularnu silu). V prehladovom ¢lanku
[M. Baca, S. Jendrol, K. Kathiresan, K. Muthugurupackiam,
A. Semanicova-Feniov¢ikova, A survey of irregularity strength,
Electronic Notes in Discrete Mathematics 48 (2015), 19-26]
st uvedené zname vysledky o hranovych, vrcholovych, total-
nych a stenovych ireguldrnych silach grafov.

F. Ashraf a kol. v préaci [F. Ashraf, M. Baca, Z. Kimdakov4,
A. Semanicova-Feniov¢ikovd, On vertex and edge H-irreqularity
strength of graphs, Discrete Math. Algorithms and Appl. 8
(4) (2016) 13 pages| zaviedli pojem vrcholovej a hranovej H-
ireguldrnej sily ako invariantu vrcholovych alebo hranovych
ohodnoteni, pri ktorych sa rozliuju vahy vSetkych podgra-
fov izomorfnych s predpisanym podgrafom H. V spolupraci
so spolurieSitelmi z Pakistanu, Saudskej Arabie a Spojenych
Arabskych Emiratov boli taktiez definované modularne ver-
zie hranovej, vrcholovej a totalnej iregularnej sily v pracach
[M. Bac¢a, M. Imran, A. Semanic¢ové-Feniov¢ikova, [rreqularity
and Modular Irregularity Strength of Wheels, Mathematics 9 No.
21 (2021) 2710, 14 pages]|, [G. Ali, M. Baca, M. Lascsakova,
A. Semanicova-Ferniov¢ikovd, A. A. Loqaily, N. Mlaiki, Modu-
lar total vertex irregularity strength of graphs, AIMS Mathema-
tics 8 No. 4 (2023), 7662 — 7671], [ A. N. A. Koam, A. Ahmad,
M. Baca, A. Semanicova-Fetiov¢ikovd, Modular edge irregulari-
ty strength of graphs, AIMS Mathematics 8 No. 1 (2023), 1475
—1487].
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5.22.3 Antimagické grafy

Dalsia téma, ktora vzbudila zdujem o vyskum, sa tyka anti-
magickych grafov; st to grafy, ktorych hrany moZno ohod-
notit ¢islami 1,2,...,m (kde m je pocet hrdn) tak, ze sucty
hodndét hran so spoloénym vrcholom st pre kazdy vrchol
rozne. Tento pojem zaviedli N. Hartsfield a G. Ringel v kni-
he [N.Hartsfield, G.Ringel, Pearls in Graph Theory, Academic
Press, Inc., Boston, 1990 (Revised version 1994)] a formu-
lovali hypotézu, Ze kazdy suvisly graf (s vynimkou cesty na
dvoch vrcholoch) je antimagickym. Tato hypotéza je stéle ot-
vorend, aj ked pre niektoré Specidlne triedy grafov bola jej
platnost dokdzand. Napr. N. Alon a kol. v praci [N. Alon,
G. Kaplan, A. Lev, Y. Roditty, R. Yuster, Dense graphs are
antimagic, J. Graph Theory 47 (2004), 297 — 309] pouzitim
pravdepodobnostnych technik analytickej tedrie ¢isel ukaza-
li, Ze tato hypotéza je pravdiva pre vSetky grafy s dostatocne
velkym minimalnym stuptiom (rddu logaritmu poctu vrcho-
lov), resp. grafy, ktoré maji univerzélny ¢i sub-univerzalny
vrchol. V préci [S. Arumugam, K. Premalatha, M. Baca,
A. Semanicové-Feniovéikova, Local antimagic vertex coloring of
a graph, Graphs Combin. 33 (2017), 275 — 285] a nezdvisle
v [J. Bensmail, M. Senhaji, K. Szabo Lyngsie, On a combination
of the 1-2-3 conjecture and the antimagic labelling conjecture, Disc-
rete Math. Theoret. Comput. Sci. 19 (2017) | autori zaviedli
lokédlne antimagické ohodnotenie ako lokdlnu verziu Harts-
fieldovho a Ringelovho pojmu antimagického ohodnotenia (t.
j. vrcholové vahy su rdzne pre kazdu dvojicu susednych vr-
cholov). Stanovili hypotézu, ze kazdy suvisly graf okrem ces-
ty na dvoch vrcholoch ma lokélne antimagické ohodnotenie.

J. Haslegrave v préci [J. Haslegrave, Proof of a local antimagic
conjecture, Discrete Math. Theoret. Comput. Sci. 20 (2018) |
dokézal platnost tejto hypotézy pomocou pravdepodobnost-
nych metéd. Tato téma sa stala zaujimava a podnietila zau-
jem o dalsi vyskum. Clanok [S. Arumugam, K. Premalatha,
M. Baca, A. Semanicové-Fenovcikova, Local antimagic vertex
coloring of a graph, Graphs Combin. 33 (2017), 275 — 285] ma
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doteraz evidovanych 159 citacii (Google Scholar), resp. 65
(podla Web of Science). Naviac v danom ¢lanku autori pou-
kazali na to, Ze kazdé lokdlne antimagické ohodnotenie indu-
kuje regularne vrcholové zafarbenie grafu G, kde vrcholova
véha je farbou daného vrchola. To prirodzene vedie k pojmu
lokalneho antimagického chromatického ¢isla definované-
ho ako minimélny pocet farieb pocitany cez vSetky zafarbe-
nia grafu G, ktoré st indukované lokdlnymi antimagickymi
ohodnoteniami. Autori dokazali, Ze kazdy strom s t listami
ma lokalne antimagické chromatické ¢islo aspon £ + 1.

V praci [S. Arumugam, Y. C. Lee, K. Premalatha, T. M. Wang,
On local antimagic vertex coloring for corona products of graphs,
arXiv 1808.04956, Aug. 15 (2018) | bola stanovend hypotéza,
ze pre kazdy strom s t listami je lokalne antimagické chro-
matické ¢islo aspoii t + 1 a najviac t + 2. V praci [M. Baca,
A. Semanicova-Ferniovéikovd, R. T. Lai, T. M. Wang, On Local
Antimagic Vertex Coloring for Complete Full t-ary Trees, Funda-
menta Informaticae 185 No. 2 (2022), 99 - 113] je dokadzané,
Ze pre Uplné t-drne stromy, t nepérne, je lokdlne antimagické
chromatické ¢islo presne t + 1. Len neddvno bolo publikova-
nych niekolko prac, ktoré dokazuja platnost predoslej hypo-
tézy pre Specidlne triedy stromov.

N. Bong a kol. v praci [N. Bong, M. Baca, A. Semanic¢ova-
Feriov¢ikovd, K. A. Sugeng, T. M. Wang, Local face antimagic
evaluations and coloring of plane graphs, Fundamenta Informa-
ticae 174 (2020), 103 —119] zaviedli pojem lokalne stenového
antimagického ohodnotenia typu (a, b, c) pre 2-stivislé rovin-
né grafy a novy grafovy invariant — lokdlne stenové antima-
gické chromatické ¢islo typu (a, b, c). Zatial pozname ohrani-
¢enia tohto grafového invariantu a jeho presné hodnoty pre
isté triedy 2-stuvislych rovinnych grafov. Téma je aktudlnou
vyzvou pre dalSiu pracu.

Dalsie vysledky a vzajomné vztahy medzi rdznymi typmi
antimagickych ohodnoteni moZzno néjst v prehladovom ¢lan-
ku [M. Baca, E. T. Baskoro, L. Brankovic, S. Jendrol, Y. Lin,
O. Phanalasy, J. Ryan, A. Semani¢ova-Feniov¢ikovd, Slamin,
K. A. Sugeng, A survey of face antimagic evaluation of graphs,
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Australasian Journal of Combinatorics 69 No. 3 (2017), 382
— 393] a tiez v dvoch monografidch [M. Bac¢a, M. Miller, Su-
per Edge-Antimagic Graphs, Brown Walker Press, Boca Ra-
ton, 2008] a [M. Baca, M. Miller, J. Ryan, A. Semanic¢ova-
Fentov¢ikova, Magic and Antimagic Graphs, Attributes, Obser-
vations, and Challenges in Graph Labelings, Springer Na-
ture Switzerland AG, Cham, 2019].

5.23 Aplikacie teédrie grafov pri ochrane
a bezpecnosti komunikacnych sieti

Redlnu komunikaént siet moéZeme modelovat grafmi nasle-
dovne: uzlom siete priradime vrcholy grafu a komunikac-
nym linkdm medzi uzlami hrany spéjajtice prislusné vrcholy.
Vymena informécii medzi uzlami siete potom prebieha — v jej
grafovom modeli — pozdiZ nejakych ciest spéjajticich vrcholy
priradené uzlom. Pre zarucenie bezpec¢nej vymeny informé-
cif od jedného uzla k inému je potrebné chranit komunikaéné
kandly transportu informacie kltai¢mi a heslami; rozumnou
poziadavkou zabezpecenia je existencia takej komunikacnej
cesty, v ramci ktorej st vSetky kltice/hesld rozne (kvoli zame-
dzeniu vonkajSiemu ttoku na zdklade opdtovného pouZitia
uniknutého hesla). Situdciu teda m6Zeme modelovat pomo-
cou zafarbenia hran (farby predstavujt hesla), pricom Zziada-
me, aby pre kazdua dvojicu vrcholov existovala roznofarebna
(t. j. dihova) cesta, ktoré ich spdja. Toto mozno jednoducho
dosiahnut, ak sa kazdej hrane priradi rozna farba; kvoli re-
dukcii ndkladov na manazment hesiel a celého zabezpecenia
nas vSak skor zaujima minimélny pocet farieb, pre ktory exis-
tuje hranové zafarbenie s pozadovanou vlastnostou dihovej
konexie medzi kaZdymi dvomi vrcholmi.

Ako prvi si tieto skutoc¢nosti uvedomili G. Chartrand,
G.I Johns, K. A. McKeon a P. Zhang v dnes uZ klasickej a vy-
sokocitovanej praci [Rainbow connection in graphs, Math. Bo-
hem. 133 (2008), 85 - 98]. V nadvéznosti na fiu zacali S. Jen-
drol, C. Brause a I. Schiermeyer v [Odd connection and odd
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vertex-connection of graphs, Discrete Math. 341 (2018), 3500
— 3512] studovat vSeobecny teoreticky meta-koncept nazva-
ny P-stavislost. V fiom vychddzame z mnozin slov vytvo-
renych z prvkov-pismen kone¢nej abecedy A (mozu to byt
farby-cisla, resp. iné objekty). Tieto slovd mozu mat rdzne
vlastnosti: napr. slovo sa nazyva vlastné, ak kazdé dve jeho
susedné pismena st rozne; je dihové, ak vsetky jeho pismena
st navzajom rozne; je nepdrne, ak kazdé v riom pouzité pis-
meno sa vyskytuje nepdrny pocet krat; je bezkonfliktné, ak
nejaké pismeno sa v iom vyskytuje prave raz; je dynamické
(angl. loose), ak sti v iom pouZité aspoii tri rézne pismena,
a je monochromatické, ak vSetky pismena v riom st rovna-
ké. Nech teraz P je nejaka vlastnost slov, G je suvisly graf
a nech c je zafarbenie jeho hran (resp. jeho vrcholov). Ak
medzi kazdymi dvomi jeho vrcholmi existuje zafarbena cesta
(chdpana ako slovo), ktord ma vlastnost P, tak graf sa nazy-
va P-suvisly (resp. vrcholovo P-stvisly). Minimalny pocet
farieb potrebnych na zafarbenie hran (resp. vrcholov) G tak,
aby bol P-savislym (resp. vrcholovo P-stvislym) sa nazyva
¢islo P-savislosti (resp. ¢islo vrcholovej P-stivislosti).

J. Czap, S. Jendrol a ]. Valiska prisli v préci [ Conflict-free con-
nection of graphs, Discuss. Math. Graph Theory 40 (2020), 51
- 65] s konceptom bezkonfliktnych ciest. Ten sa velmi rych-
le ujal (esSte pred uverejnenim v Casopise) a nasledne vznik-
lo niekolko préc, ktoré ho rozvijali; jednou z nich je praca
[H. Chang, T. D. Doan, Z. Huang, S. Jendrol, X. Li, I. Schier-
meyer, Graphs with conflict-free connection number two, Graphs
and Combin. 34 (2018), 1553 — 1563]. S. Jendrol spolu s ne-
meckymi kolegami C. Brausem a I. Schiermeyerom uverejnili
nedavno dve préce, ktoré riesia situdcie, ked P je vlastnost
byt dynamické slovo, resp. viacfarebné, ¢i inak zaujimavé
slovo: [From colorful to rainbow path in graphs: Colouring the
vertices, Graphs Combin. 37(5) (2021), 1823 — 1839] a [ Loose
edge-connection of graphs, Graphs Combin. 39(4) (2023), 79].

265



266

NAJUSPESNEJSIE RIESENA PROBLEMATIKA

5.24 Priesecnikové cisla grafov

Ak je graf planarny, tak ho moZzno zndzornit v rovine tak, Ze
ziadne dve jeho hrany sa nepretnii. Ak to moZzné nie je, tak
st vynutené pretinania niektorych hrén; v nakresleniach gra-
fu tak vznikaja priese¢niky (body roviny, v ktorych sa pre-
tna prave dve hrany). Priesecnikové ¢islo grafu je potom
rovné najmensiemu poctu priese¢nikov, ktoré sa v diagrame
grafu musia vyskytnat. Zaujem vedeckej komunity o presné
hodnoty priese¢nikovych ¢isel grafu je spojeny nielen so sna-
hou vytvarat citatelné a zrozumitelné vizualizacie rd6znych
schém, ale tieZ napriklad s minimalizaciou rozmerov mikroci-
pov, tzv. problematikou VLSI-obvodov (Very-large-scale in-
tegration).

Priese¢nikovym ¢islam grafov sme sa v Kosiciach zacali
venovat na zaciatku osemdesiatych rokov. Motivaciou boli
dva Cerstvé pilotné vedecké ¢lanky — prvy od L. W. Beinekeho
a R. D. Ringeisena [ On the crossing numbers of products of cycles
and graphs of order four, J. Graph Theory 4 (1980), 145 — 155
a druhy od S. Jendrola a M. Séerbovej [ On the crossing numbers
of S,y x P, and S,, x C,,, Casopis pro péstovani matematiky
107 (1982), 225 - 230].

Velmi tspeSnym ¢lenom Kosickej skupiny diskrétnej mate-
matiky pri Stadiu tejto problematiky bol Maridn Kles¢. Vo
svojich pracach [M. Kles¢, On the crossing numbers of Cartesian
products of stars and paths or cycles, Math. Slovaca, 41 (1991),
113 - 120], [M. Kles¢, The crossing numbers of products of paths
and stars with 4-vertex graphs, J. Graph Theory 18 (1994), 605
- 614] nadviazal na vysledky L. W. Beinekeho a R. D. Rin-
geisena ako aj S. Jendrola so M. S¢erbovou tym, Ze skomple-
tizoval informécie o presnych hodnotach priese¢nikovych ¢i-
sel kartezidnskych sucinov vsetkych 4-vrcholovych stivislych
grafov s lubovolnou cestou, kruznicou a hviezdou. Nasledne
so spoluautormi [M. Kles¢, R. B. Richter, 1. Stobert, The cros-
sing number of C5 x C,,, J. Graph Theory, 22 (1996), 239 — 243 |
rozsiril platnost hypotézy L. W. Beinekeho a R. D. Ringeisena,
Ze priese¢nikové ¢islo kartezidnskeko stucinu dvoch kruznic
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C,, x C,, je n(m — 2) pre kazdé n vacsie alebo rovné m. Ti ju
vo svojom ¢lanku z roku 1980 dokdazali pre m = 4; M. Kles¢,
R. B. Richter a I. Stobert posunuli hodnotu m, pre ktort hy-
potéza plati na 5. Hypotéza je dodnes otvorend pre hodnoty
m > 7. V prvej dekade 21. storoc¢ia M. KleS¢ spolu so svoji-
mi spolupracovnikmi publikoval viacero prac, v ktorych boli
urcené presné hodnoty priese¢nikovych ¢isel kartezianskych
suc¢inov vybranych 5-, 6- a 7-vrcholovych grafov s lubovolne
velkymi cestami, kruznicami, resp. hviezdami.

Zaciatkom 21. storocia D. Bokal zo Slovinska (v tom case
doktorand na Univerzite v Ljubljane) rozpracoval teériu tzv.
zip-stcinu grafov (ktord umoznila vypocitat presné hodno-
ty priesecnikového ¢isla Specifickych grafov); nevedel vSak
néjst vhodny graf na aplikdciu ziskanych vysledkov. Spolu
s M. Kles¢om nasli pouzitelny graf — bol to graf kartezian-
ského sucinu S, x P,,. Hypotéza pre hodnotu priese¢niko-
vého ¢isla tohto grafu bola publikovana uZz v praci S. Jendrola
a M. Séerbovej v roku 1982. D. Bokal v [On the crossing num-
bers of Cartesian products with paths, J. Combin. Theory Ser.
B 97 (2007), 381 — 384] dokazal jej platnost. Bol to prvy graf
kartezianského stucinu dvoch Iubovolne velkych grafov, pre
ktory bola presne urc¢ena hodnota jeho priese¢nikového ¢isla.
Neskor M. Kles¢ vyuzil vlastnosti zip-sticinu a urcil presné
priesecnikové ¢isla kartezianskych stucinov pre viaceré dvo-
jice Iubovolne velkych grafov. K najvyznamnejSim pracam
z tejto problematiky mo¥no zaratat: [M. Kles¢, S. Schrétter,
On the crossing numbers of Cartesian products of stars and graphs
of order six, Discuss. Math. Graph Theory 33 (2013), 583 —
597], [M. Kles¢, ]. Petrillova, M. Valo, On the crossing numbers
of Cartesian products of wheels and trees, Discuss. Math. Graph
Theory 37 (2017), 399 — 413], [Z. Su, M. Kles¢, Crossing num-
bers of Ky 1 4, and Ky 1 4 x T, Ars Combinatoria 148 (2020),
137 - 148].

V préaci [M. Kles¢, The join of graphs and crossing numbers,
Electronic Notes in Discrete Math. 28 (2007), 349 — 355] bo-
li po prvykrat skimané priese¢nikové ¢isla Specidlneho stci-
nu grafov, znamého ako spojenie (angl. join) grafov. Praca
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vzbudila velky ohlas a do roku 2023 databaza Scopus registru-
je na nu 50 citdcii. Tento ¢lanok, ako aj publikacie [M. Kles¢,
The crossing numbers of join of the special graph on six vertices
with path and cycle, Discrete Math. 310 (2010), 1475 — 1481],
[M. Klesg, S. Schrétter, The crossing numbers of join products of
paths with graphs of order four, Discuss. Math. Graph Theory
31 (2011), 321 - 331], boli motivaciou pre nastartovanie vy-
skumu priese¢nikovych ¢isel spojeni grafov. Vyznamny po-
sun v skimani priese¢nikovych ¢isel joinov grafov inicioval
M. Kles¢ v spolupraci s M. StaSom, ked podrobnejsie rozpra-
covali metédu tzv. cyklickych permutacii (ktort prvykrat po-
uzil D. Kleitman v roku 1970 na urcéenie priese¢nikového ¢isla
kompletného bipartitného grafu K5 ,,). Metéda umoziiuje vel-
mi efektivne — iba vyuZitim kombinatorickych vlastnosti cyk-
lickych permutécii — urc¢ovat priese¢nikové ¢isla grafov, ktoré
ako podgraf obsahuji kompletny bipartitny graf. Spominané
vysledky je moZné najst v pracach [M. Kles¢, M. Stas, Cyclic
permutations in determining crossing numbers, Discuss. Math.
Graph Theory 42 (2022), 1163 — 1183], [M. Kles¢, M. Stas,
J. Petrillova, The crossing numbers of join of special disconnected
graph on five vertices with discrete graphs, Graphs and Combina-
torics 38 (2022) art. 35] a vo viacerych dalsich pracach M. Sta-
Sa.

Okrem uZz spominanych st¢inov grafov (kartezidnsky su-
¢in resp. spojenie grafov), M. Kles¢ dosiahol nové vysledky
aj pre hodnoty priese¢nikovych ¢isel grafov ziskanych odlis-
nymi sposobmi. Takéto vysledky je mozné najst napriklad
v pracach [S. Jendrol, M. Kles¢, On graphs whose line graphs ha-
ve crossing number one, J. Graph Theory 37 (2001), 181 - 188],
[M. Kles¢, . Petrillova, M. Valo, Minimal number of crossings
in strong product of paths, Carpathian J. Math. 29 (2013), 27 -
32].
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5.25 Aplikacie grafov v socialnych
a komplexnych sietach

Jednou z aplikdcii teérie grafov, ktord nepochybne zdsadnym
spdsobom ovplyvnila modernt spolo¢nost v rozli¢nych as-
pektoch (komunikécia, internet a WWW, média, ekonomic-
ké vztahy, politika a i.) st socidlne resp. vSeobecne komplex-
né siete. Stadium vlastnosti grafov redlnych systémov spoje-
né s interpretaciou zisteni vo svetle praxe (obvykle s cielom
zlepsit spravanie sa modelovaného systému) zaznamendva
v poslednych dvoch dekadach expanziu nielen interdiscipli-
nérne ladenych publikdcii, ale i vystupov z oblasti , ¢istej” te-
Orie grafov. Na pdde KOKOSu sa touto problematikou za-
oberal T. Madaras spolu s doktorandkou J. Coroni¢ovou Hu-
rajovou. Tri z jeho prac ([S. Gago, J. Hurajov4, T. Madaras,
Notes on the betweenness centrality of a graph, Mathematica Slo-
vaca 62(1), (2012),1-12], [S. Gago, ]. Coroni¢ova Hurajov4,
On betweenness-uniform graphs, Czechoslovak Mathematical
Journal 63(3) (2013), 629 — 642] a [T. Madaras, J. Coronic¢ova
Hurajova, More on betweenness-uniform graphs, Czechoslovak
Mathematical Journal 68(2) (2018), 293 — 306]) su venova-
né tzv. medzilahlostnej centralite — vyznamnému a v pra-
xi Siroko pouzivanému indexu, ktory kvantitativne vyjadruje
poziciu aktéra v rdmci celej siete (vysSie hodnoty korelujt s je-
ho véc¢sou dolezitostou a dosahom); skiimali sa v nich odha-
dy daného invariantu vzhladom na rozli¢né parametre grafu,
vlastnosti grafov, ktorych vrcholy maja rovnakda hodnotu toh-
to invariantu a ich netrividlne konstrukcie. Podobné vysled-
ky o hranovej analégii tohto indexu centrality boli neddvno
publikované v [J. Coroni¢ova Hurajova, T. Madaras, D. A. Na-
rayan, Characterizing edge betweenness-uniform graphs, Theory
and Applications of Graphs 9(1) (2022) 5]. Rozli¢né ziska-
né vysledky o medzilahlostnej centralite boli taktieZ zhrnuté
(v spoluautorstve so S. Gago a J. Coroni¢ovou Hurajovou) do
kapitoly Betweenness centrality in graphs v monografii [ Quanti-
tative Graph Theory: Mathematical Foundations and Applications
(M. Dehmer, F. Emmert-Streib Eds., CRC Press, 2014].
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5.26 Dimenzie grafov

Kompletny n-vrcholovy graf si méZeme predstavit ako n-
rozmerny simplex — konvexny mnohosten v euklidovskom
priestore R", ktorého kazdé dva vrcholy vytvaraji hranu
jednotkovej dizky. KedZze kazdy graf je podgrafom nejaké-
ho kompletného grafu, existuje minimélny rozmer euklidov-
ského priestoru, v ktorom moZno realizovat dany graf tak,
aby vSetky jeho hrany boli tsecky jednotkovej velkosti; jeho
hodnota je tzv. dimenzia grafu. Tato problematiku skimal
v ramci KoSickej Skoly T. Madaras spolu so svojim doktoran-
dom P. Siroczkim. Dosiahnuté vysledky z ich spolo¢nej pré-
ce [T. Madaras, P. Siroczki, On the dimension of Archimedean
solids, Opuscula Mathematica 34(1) (2014), 123 - 138] uka-
zuja, Ze niektoré archimedovské trojrozmerné mnohosteny
mozno kombinatoricky realizovat nielen , Standardnymi mo-
delmi” v R3, ale aj ako jednotkové nakreslenia v rovine (pre
viaceré mnohosteny vsak takéto realizdcia v rovine mozZna
nie je); konstrukcie takychto nakresleni vyuzivali netrividlny
aparat tedrie funkcii viacerych premennych. ZloZitost problé-
mu charakterizacie grafov dimenzie 2 pod¢iarkuje tiez praca
[T. Madaras, P. Siroczki, Minimal graphs with respect to geomet-
ric distance realizability, Discussiones Mathematicae Graph
Theory 41(1) (2021), 65 — 73], kde je dokdzané, Ze v zdsade
existuje — pre dostato¢ne velky pevny pocet vrcholov — expo-
nencidlne mnoho grafov, ktoré nemaja v rovine jednotkové
nakreslenie, ale vSetky ich vlastné podgrafy takéto nakresle-
nie majd. Doplnkom k vyskumu tejto problematiky je aj pra-
ca [P. Hudék, T. Madaras, P. Siroczki, Note on the dimension of
the Mycielskian of a graph, International journal of Pure and
Applied Mathematics 106(2) (2016), 677 — 688], v ktorej sa
sktimaji odhady, resp. presné hodnoty dimenzie grafov zis-
kanych Mycielskeho konstrukciou z kruznic, stromov a kom-
pletnych grafov.



BUDUCNOST A SMEROVANIE KOSICKE]
SKOLY DISKRETNE] MATEMATIKY

Tomds Madaras a Roman Sotik

Znama téza (o ktorej platnosti vo finan¢nej, Sportovej ¢i aka-
demickej sfére sa neustdle vedu diskusie) tvrdi, Ze najlepSim
ukazovatelom budtcich vysledkov st minulé vysledky. Aj
ked medzi obidvomi ¢astami daného vyroku existuje ista ko-
reldcia, vyrok samotny nie je ani nutnou, ani postacujicou
podmienkou kvality budtcich vysledkov. Preto kontinuita
Kosickej Skoly diskrétnej matematiky a jej dalsieho smerova-
nia musi byt —napriek tispechom, ktoré uz dosiahla, resp. mo-
mentdlne dosahuje — jej ¢lenmi nanovo a opakovane reflekto-
vana.

Nasi 8kolitelia ndm kedysi, pred vySe tridsiatimi rokmi ot-
vorili vchodovt branu do , paldca diskrétnej matematiky” a spo-
lu so svojimi kolegami ,,z partie” nds sprevadzali po jeho sie-
nach a komnatach, ochotne ndm ukazujtic vSetky ich cennos-
ti vratane tych z , koSického zlatého pokladu”. Neskor nam
dali svoju doveru, aby sme spolu s nimi v tomto paléci pre-
byvali, mali ti¢ast na jeho krdsach a rozsirovali nadobudnuté
umelecké zbierky. Uloha ,ist a konat podobne”, ktora dnes
stoji pred nami, nijako nie je jednoduché, obzvlast v dnesnych
¢asoch: pokles zaujmu o Stadium matematiky na Slovensku
(pravdepodobne korelujtci s globdlnym narastom obmedze-
nosti a priklonu k volbe lahsich a Itbivych rieSeni komplex-
nych situdcii v spolo¢nosti) a moznosti, ktoré chytrym absol-
ventom pontika korporétna sféra, hraji (docasne) proti ndm
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(na pohlad so silnymi kartami). Matematici sa v8ak predur-
¢eni hladat a nachadzat rieSenia problémov a v tomto smere
byvajt optimisticki (v zmysle viery, Ze po ¢ase vzdy dojdu as-
pont k ¢iastkovej odpovedi a ,pocit potom” bude ostro lepsi,
ako pred nastolenim problému). Navyse plati, Ze v tomto hla-
dani nie st sami a typicky d6jdu k rieSeniam, ked spoja svoje
sily. V tejto stivislosti nds v poslednych rokoch velmi oslovil
priklad partnerskych vyskumnych skupin (z Bratislavy, Plz-
ne i Bordeaux), ktoré programovo a cielavedomo zapajaja do
svojich aktivit (napr. pravidelnou tcastou na stredoeurép-
skych konferencidch tedrie grafov) svojich Studentov pred-
doktorandského Stidia, a tym si vytvaraja bazu pre svoj dalsi
rozvoj; v blizkej budtcnosti planujeme pre takéto zapojenie
Studentov, resp. spolo¢né vzdeldvanie doktorandov, priamo
ziskat finan¢nti podporu z grantovych bilaterdlnych i multi-
laterdlnych schém. Je tiez potrebné zdoraznit, ze pridavné
meno , Kosickd” v charakterizacii naSej Skoly diskrétnej mate-
matiky akcentuje jej celoregiondlny rozmer a jej ¢innost nijako
nie je obmedzena len na pddu Prirodovedeckej fakulty UPJS:
vyznamnu tlohu v nej plnia vyskumné skupiny pdsobiace na
Technickej univerzite; bude aj naSou snahou prispiet k ich ve-
deckému rozvoju prostrednictvom pokracujicich spolo¢nych
ndrodnych APVV-projektov, ako i persondlnemu posilneniu
odportcanim a podporou mladych vedeckych pracovnikov,
ktori sa po doviSeni doktorandského stadia rozhodnt pokra-
¢ovat v akademickej sfére.

Tradi¢né témy, ktoré boli v centre zdujmu matematikov
z kosickej skoly — globélna a lokélna Struktira grafov (naj-
méa planarnych, polyedralnych, vnorenych do ploch vys-
Sich rodov, resp. grafov, ktoré st im pribuzné z hladiska
geometricko-topologickych vlastnosti ich reprezentécii) a ich
farebnost — st aktudlne aj dnes; minulé i neddvne prace kosic-
kych autorov z tejto oblasti kazdoro¢ne zaznamendvaji nové
ohlasy. Avsak, ,Zivot je pohyb” (Aristoteles), preto je naSou
snahou na jednej strane aktivne si osvojit a nasledne vyuzit
vo svojom vyskume v danych oblastiach nové metédy a do-
kazové techniky (tu moZno Specificky spomentt kompresiu
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entropie, kombinatoricky Nullstellensatz-princip, pravdepo-
dobnostntt metédu, linedrnu a celoc¢iselnt optimalizaciu, ale
aj aktivne pouZitie vypoctovej techniky a systémov pocitaco-
vej algebry pri overovani i ndvrhu hypotéz a protiprikladov
k nim), ako aj pokdsit sa ,otvorit dvere vnimania” pre ,lov
dobrej vole” i v témach, ktoré priamo neboli integralnou st-
¢astou histérie vyskumu Kosickej skoly. Medzi takéto oblas-
ti patri, napr. problematika socidlnych, resp. komplexnych
sieti (tak z hladiska ,Cistej” matematiky, ako aj pre ich apli-
kécie), geometrické vlastnosti grafovych reprezentécii ¢i apli-
kécie grafov v nanofyzike. Posilnit svoju odvahu a , prekrocit
prah nddeje” moZzno aj voc¢i vacsim a velkym otvorenym ¢i po-
puldrnym problémom diskrétnej matematiky (napokon, prvé
a prostredné kroky k rozrieSeniu zndmej Barnettovej hypo-
tézy o hamiltonovskosti fullerénov sa udiali prave v prostre-
di Kogickej gkoly). Uplne nové vyzvy a perspektivy prinasa
masivny prichod generativnej umelej inteligencie — napriek
kontroverznosti a sti¢asnym vyhraddm k jej pouZzitiu vo vede
a vyucbe je skor pravdepodobné, Ze sa v matematike zakrat-
ko stane rovnako beznym a uZito¢ne pouzivanym néstrojom,
ako kalkulacky alebo platforma WolframAlpha. Autori pris-
pevku si uz vyskusali jej pouzitie pri zostavovani cviceni (za-
hfnajtcimi tiez tlohy ddkazového typu) z tedrie grafov; na
druhej strane, zda sa, Ze k jej korektnému pouzitiu ako po-
mocky pre ndvrh hypotéz je eSte velmi dlha cesta.

Medzindrodna spolupréca Kosickej skoly diskrétnej matemati-
ky bola jej organickou ¢rtou uz od ¢ias vzniku. Aj ked v toku
¢asov a zmien sa niektoré jej dlhé a pekné pribehy zavisili
(napr. spolupraca s Technische Universitdt v Ilmenau, Ne-
mecko), ich tény doznievaja este dlho po spusteni opony; na
druhej strane, viaceré tispesné spoluprace z minulosti (s pol-
skymi, madarskymi, ¢i slovinskymi grafovymi skupinami)
pokracuju dodnes a ich intenzita (a pocet novych spolo¢nych
¢lankov) vzrasta (zrejme najvac$iu expanziu zaznamendava
spoluprédca kolegov z Technickej univerzity s vedcami z in-
donézskych, indickych a pakistanskych univerzit). Pocas po-
slednych rokov sa podarilo dosiahnut nové spolo¢né vysled-
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ky i s pracoviskami bez tradicie predoslych kontaktov (Fran-
ctizsko, Belgicko) — dufame, Ze tento trend bude pokracovat
aj v budtcnosti.

Ak ma kniha dobry pribeh, nemusi byt nevyhnutne best-
sellerom — spisovatelovi nezriedka staci (popri pocite spokoj-
nosti z jej napisania), Ze si najde okruh citatelov, ktorym sa
zapaci. Radi sme boli a stéle radi sme stcastou tspesného
pribehu Kosickej skoly diskrétnej matematiky — a rovnako by
sme radi dopriali zazivat tento pocit , byt sticastou tohto pri-
behu” aj naSim nasledovnikom. Mame relativne oddévodne-
nid nadej, Ze niektoré ich vysledky (i ked zatial nevedno, ¢i
vo forme pozndmky pod ¢iarou, odstavca alebo celej kapito-
ly) sa mozno ndjdu v tzv. ,Knihe” (angl. ,The Book’), na ktora
¢asto poukazoval Paul Erdés, a ktoré je neustalou inSpirdciou
pri hladani a nachddzani krasnej matematiky.



