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Uvod

V celoslovenskych testovaniach matematiky TS5 a T9 aV externej Casti maturity z matematiky je
jednou z testovanych tematickych oblasti Geometria a meranie. Na zaklade analyzy vysledkov ziakov
Vv tychto testovaniach (Csachova, Jureckova, Tkacik, 2021) a (Valentova, 2022) je mozné povedat,
ze prave Skolska geometria patri medzi tzv. kritické miesta Skolskej matematiky, teda oblasti,

v ktorych Ziaci opakovane a &asto zlyhavaju (Rendl, Vondrova, 2013)?.

Nepriazniva situdcia v Skolskej geometrii trva uz ale dlhsi ¢as. Za neuspechom ziakov Vv tilohach
z tejto oblasti nestoja len zmeny vo vzdelavacom programe ¢i ucebniciach, ale i nedostato¢né
budovanie geometrickych poznatkov. Niektori ucitelia na 1. a 2. stupni neradi ucia geometriu, €o sa
prenasa aj na ziakov, a odovodnuji to tym, Ze ,,nepaci sa mi (geometria)“, ¢i ,,to sa mam hrat’ na
2. stupni s kockami?*“. V skutoc¢nosti tito ucitelia geometrii nerozumeju. V ucebniciach 1. stupna je
pristup ku geometrii vel'mi abstraktny. Zavadzaju sa pojmy ako bod, usecka, priamka, polpriamka,
pri¢om Ziaci m6zu mat’ pocit, ze geometria nepatri do realneho sveta a chvilku ju ,,pretrpia®. Takto
si ale nevytvoria spravne predstavy o zakladnych objektoch poznatkového systému a vztahoch medzi
nimi, a vznikn bud’ nespravne schémy tykajice sa geometrie alebo nevznikni vobec. (Informacie

0 poznatkoch aschémach budi uvedené nizsie.) Tento pristup pokracuje aj na 2. stupni pri

konstrukénych tilohach?, a vystupiiuje sa na konci nizsieho stredného vzdelavania pri telesach.

Problémy vo vyucovani geometrie vyplyvaju aj z neochoty uéitel'ov nizSieho stredného vzdelavania
zistit,, ¢o sa ,,dialo” v geometrii v ramci primarneho vzdelavania, ¢i ¢o sa bude diat’ na ,,d’alSom
stupni®, teda v ramci vyssieho stredného vzdelavania.® Ugitel' teda netusi (alebo sa mu nechce

b119

zistovat), na akych poznatkoch moze stavat’, a ¢o musi svojich Ziakov ,,naucit*, aby mali pevné
zéklady pre stredoskolski geometriu. Tato neinformovanost’ ucitelov o postupnosti poznatkov
Z geometrie, zotrvavanie na ,,osved¢enych* postupoch ,,vysvetl'ovania latky* a zo strany Ziakov ¢asto
mechanické ucenie vyustuji do formalneho poznatku, ktorému ziak nerozumie a nevie ho ani
aplikovat’ pri rieSeni Uloh. (Rendl, Vondrova, 2013) uvadzaju, ze vznika nizka citlivost’ ucitel’a na
formalne znalosti ziaka. Znamena to, ze ucitel’ nevie rozlisit’, ¢i ziak si dany poznatok osvojil len

mechanicky alebo osvojenie bolo ,,uspesné“ (teda s porozumenim), a tak nevyvija d’alSie usilie

0 porozumenie. Hejny v (2014, str. 39) uvadza ako prvé pric¢iny mechanického u¢enia sa matematiky

! (Rendl, Vondrov4, 2013, str. 7-8) ,,... oblasti, v nichz Zaci ¢asto a opakované selhavaji, jinak fe¢eno, ktera nezvladnou
na takové urovni, aby se jejich matematicka gramotnost produktivné rozvijela a také aby mohla byt tvofivé uzivana v
kazdodennim zivoté.”

2 Napriklad vyzadovanie presného symbolického zapisu v rozbore a postupe konstrukcie zo strany uditela vytvéara
U niektorych Ziakov na 2. stupni tak silny blok, ze radSej sa do tilohy ani nepustia.

3 Toto plati pre celt $kolskii matematiku, nielen pre geometriu.



predCasné ,,vyzbrojenie*“ dietat’a silnymi nastrojmi a ¢asova tiesenl, v ktorej ma dieta riesit’ tlohy.

Obidve priciny st vel'mi charakteristické pre Skolskil matematiku, geometriu nevynimajuc.

Prave tieto priklady formalizmu sa prejavuju napriklad pri dvoch zvolenych témach zo skolske;j
geometrie — Jednotky dizky, obsahu a objemu a Pytagorova veta, ktorej sa venujem v §tudijnom
materiadli. Prva téma prebieha dlhodobo, od nastupu ziaka do Skoly, az po maturitu. Druha téma je

zaradena takmer ,,izolovane* do 9. ro¢nika zakladnej Skoly.

V prvej kapitole tohto Studijného materidlu sa venujem obsahu Skolskej geometrie na zakladnej
a strednej Skole. V druhej kapitole struéne opisujem proces vytvarania matematického poznatku
podl'a teérie generického modelu profesora Hejného. V tretej kapitole sa venujem jednotkam dizky,

obsahu a objemu a stvrta kapitola je zamerana na Pytagorovu vetu.

Na zaciatku by som chcela pod’akovat’ pani ucitel’ke Monike Janicovej, ktord ma motivovala Vv praci
s jednotkami, a Studentkam rozsirujaceho stadia Laure Repovej, Petre Turjakovej, Silvii Valusove;j,
Anne Bellovej, Lenke Duricovej, Vierke Olearovej, Veronike Lilkovej a Mariane Rodriguez, ktoré

mi pomohli pochopit’ proces vytvarania poznatkov spojenych s Pytagorovou vetou.



1 Skolska geometria a jej obsah

Skolskii geometriu® je mozné rozdelit’ na 5 oblasti:
1. planimetria, ktora sa venuje rovinnym geometrickym utvarom aich vlastnostiam,
konstrukénym uloham a zobrazeniam,
2. stereometria zamerana na polohové a metrické vlastnosti geometrickych autvarov v priestore,
3. goniometria, Vv centre ktorej su goniometrické funkcie arovnice, nerovnice, ale
I trigonometria,
4. analytickd geometria opisujuca rovinné a priestorové objekty pomocou sturadnic a vektorov,
5. konstrukcna (deskriptivna) geometria vyuZivajica zobrazovacie metody a prostriedky
(Sedivy, Vallo, 2009).
Tychto pat’ uvedenych oblasti je zakomponovanych v Inovovanom §tatnom vzdeldvacom programe
pre ISCED 1, 2, 3 v roznych tematickych celkoch. Niektoré témy sa v roznych ro¢nikoch opakuju,
poznatky z nich sa rozsiruju (napriklad ako premena jednotiek), pretoZe proces vytvarania poznatkov
je postupny a prebicha tzv. Spiralovite. Témy a ,,podtémy* pre jednotlivé ro¢niky su zhrnuté v Tab.
1, 2. Pre vysSie stredné vzdelavanie nie su Standardy rozdelené po ro¢nikoch, ale podl'a tematickych
oblasti — Tab. 3. (Informacie o obsahovych a vykonovych $tandardoch st &erpané z ISVP pre
priméarne vzdelavanie, nizSie stredné vzdelavanie a vysSie stredné vzdelavanie, zdroje st uvedené

Vv popise prislusnej tabul’ky.)

Rocnik Témy zo Skolskej geometrie

zhodné zobrazenie — osova simernost’ (na propedeutickej tirovni), neStandardné

Prvy
jednotky diZky (stopa, palec, dlan, laket, iny predmet — napr. spinka)
Druhy zhodné zobrazenie — posunutie (na propedeutickej trovni), v Stvorcovej sieti dokreslit’
(dorysovat’) osovo siimerny obrazok, nestandardné jednotky dizky: palec, stopa, laket
Treti dizka tsecky v milimetroch, dizka, §irka, meranie jednotky dizky: milimeter (mm),

centimeter (cm), decimeter (dm), meter (m), kilometer (km), vrchol, hrana a stena
kocky, stavba z kociek, plan stavby z kociek (podorys stavby s vyznacenym poctom

na sebe stojacich kociek), rady, stipce (pri stavbach z kociek)

4 Podrl'a (Csachova, Juredkova, Tkadik, 2021, Str. 10) pod pojmom $kolskd matematika sa rozumeju ,,vedomosti a
zruénosti vyty&ené a stanovené v Inovovanom Statnom vzdeldvacom programe pre predmet Matematika v ramci
vzdelavacej oblasti Matematika a praca s informaciami. Teda st to vedomosti a zru¢nosti, ktoré by mali absolventi

zakladnej skoly a strednej skoly z matematiky vediet’.” Obdobné vymedzenie plati pre Skolska geometriu.



Stvrty premena jednotiek dizky (mm, cm, dm, m, km), zmie$ané jednotky dizky, premena

zmiesanych jednotiek dizky

Tab. 1 Stru¢ny prehl’ad tém Skolskej geometrie v jednotlivych ro¢nikoch primarneho vzdelavania

(zdroj: podla ISVP, priméarne vzdelavanie)

Rocnik Teémy zo Skolskej geometrie

Piaty konstrukéné ulohy, premena jednotick dizky v obore prirodzenych ¢&isel, osova
a stredova sumernost’, stavby z kociek, propedeutika objemu

Siesty obsah obdiznika, §tvorca a pravouhlého trojuholnika v desatinnych ¢&islach, jednotky
obsahu, trojuholnik, zhodnost’ trojuholnikov, uhly v trojuholniku, konStrukéné ulohy
S vyuzitim viet 0 zhodnosti, trojuholnikova nerovnost’, vysky v trojuholniku

Siedmy kvader a kocka, ich povrch a objem v desatinnych ¢islach, premena jednotiek objemu

Osmy rovnobeznik, lichobeznik, obvod a obsah rovnobeznika, lichobeznika a trojuholnika,
konstrukéné ulohy pre Stvoruholniky, kruh, kruznica, vzajomna poloha kruznice
a priamky, Talesova kruznica, stredovy uhol, kruhovy vysek, obvod a obsah kruhu,
dizka kruznice, hranol, objem a povrch (kocky, kvadra a hranolu)

Deviaty Pytagorova veta

Tab. 2 Stru¢ny prehlad tém Skolskej geometrie v jednotlivych ro¢nikoch niz§ieho stredného

vzdelavania (zdroj: ISVP, niZsie stredné vzdelavanie)

Témy zo Skolskej geometrie

Zakladné rovinné utvary a ich vlastnosti

Mnoziny bodov danych vlastnosti a konStrukcie

Znazoriiovanie trojrozmerného priestoru

Telesa, ich objemy a povrchy

Meranie

Tab. 3 Stru¢ny prehl'ad tém Skolskej geometrie v ramci vysSieho stredného vzdelavania (zdroj:

ISVP, vyssie stredné vzdelavanie)



2 Proces vytvarania matematickych poznatkov

Aby ucitel’ matematiky vedel dobre manazovat’ edukacny proces, potrebuje rozumiet’ procesu, ktory
prebicha, ked’ sa Ziak ,,u¢i“ nejaky matematicky poznatok. Tento proces sa moze zdat’ ako postupnost’
niekol’kych krokov (napriklad vysvetlenie, porozumenie, zapamditanie, aplikacia), ktoré su
realizované napriklad pocas jednej ¢i dvoch vyucovacich hodin v $kole a jedného popoludnia, kedy
si ziak urobi domacu ulohu. V skuto¢nosti proces vytvdrania matematického poznatku moze
prebichat’ aj niekol'ko rokov a je ovplyvneny mnohymi faktormi. Tato kapitola sa stru¢ne venuje
tomuto procesu.

Hejny v (Hejny, Novotna, Stehlikova, 2004, str. 25) rozlisuje $tyri skupiny matematickych poznatkov
— objekty, vztahy, postupy a schémy. Uvadzam vymedzenie tychto skupin prikladmi zo Skolskej
geometrie:

1. Objekty su zakladné stavebné kamene Struktury poznatkov. Pre skolski geometriu to moze byt
napriklad bod, Gse¢ka, priamka, polpriamka, uhol, kruznica ¢i os uhla.

2. Vztahy vzajomne prepojuji dva alebo viac objektov, pripadne prepajaju vzt'ahy. Vztahy pritom
mozu mat’ povahu tvrdenia (napriklad os uhla rozdel'uje uhol na dva rovnako velké uhly, sucet
vel'kosti vnttornych uhlov v 'ubovolnom trojuholniku je 180°, Eulerova veta pre mnohosteny, ...)
alebo vzorca (napriklad vzorec pre vypocet obsahu trojuholnika, objemu kvadra, analytické
vyjadrenie priamky, vety zamerané na vytvorenie rezov telies, ...). Niektoré vzt'ahy mozu vystupovat’
v oboch rolach. Napriklad Pytagorova veta moze byt tvrdenie (ktoré je potrebné dokazat’), ale aj
vzorec (ktory sa pouZije na vypocet dizky prepony pravouhlého trojuholnika).

3. Postupy oznacuju rozne poznatky. Patria sem algoritmy a ndvody na realizaciu procedury
(napriklad postup konstrukcie rovnostranného trojuholnika ¢i pravidelného Sest'uholnika), riesitelské
stratégie  zamerané na rieSenie neStandardnych matematickych uloh (napriklad rieSenie
geometrickych uloh vhladom, Divisova, 2012) aargumentdicie pre hladanie suvislosti javov
a vztahov (napriklad pri vete o sucte vel'kosti vnutornych uhlov v 'ubovol'nom trojuholniku).

4. Pod schémou sa rozumeju ,,ucelené predstavy, ktoré sa vytvaraju vo vedomi ¢loveka na zaklade
mnohonasobne opakovanej skiisenosti a st nositel'om mnohych konkrétnych poznatkov, ktoré clovek
pozna len nepriamo, t. j. vie si ich vyvodit’ zo schémy* (Hejny, Novotnd, Stehlikova, 2004, str. 25)
(napr. zo schémy kocky je mozné odvodit’ pocet stien, vrcholov, hran, telesovych uhlopriecok, ...).
Hranice medzi jednotlivymi skupinami poznatkov nemusia byt ostré. Poznatok mdze byt pre jedného
ziaka vztahom, pre iného postupom. Poznatky takisto mozu byt ale aj nepresné alebo tplne chybné,

su vlastné danému ¢loveku.



Proces zrodenia a budovania matematického poznatku sa sklada z viacerych etap, ktoré nie su ostro
oddelené, prepajaji sa — Obr. 1. motivdcia, izolované modely, zovseobecnenie, generické modely,

abstrakcny zdvih, Krystalizacia.

motivacia | — | izolované | 1 genericky model 2 - abstraktny poznatok

modely | — procesudlny — konceputalny

krystalizacia

Obr. 1 Rozklad poznavacieho procesu do etap® (zdroj: podla (Hejny, 2014, str. 73), kognitivne

posuny oznacené Sipkami 1, 2 st zdvihy, zdvih 1 — zov§eobecnenie, zdvih 2 — abstrakcia)

Na zaciatku poznavacieho procesu je motivacia. Motivaciou sa rozumie rozpor medzi tym, €o

%6

,heviem* a ¢o by som ,,potreboval vediet* (Hejny, 2014, str. 43), pricom sa ma doraz klast' na
vnutornil motivaciu Ziaka. Ucitel moZe pouzit’ na zvySenie motivacie rdzne nastroje ako sutaze,
atraktivny kontext pre ulohy, pocit uspechu a radosti ziaka, priCom ale musi zadavat Ziakom

primerané ulohy®.

Dal$ou je etapa izolovanych modelov’. V tejto etape sa postupne ziskavaju skusenosti s konkrétnymi
pripadmi budticeho poznatku, tzv. modelmi. Cim viac ich diet’a spozna, tym méze byt jeho poznatok
pevne;jsi.8 Tato etapa nemusi predstavovat len zbieranie konkrétnych skusenosti, ale moze to byt aj

hlbsie prenikanie do podstaty.

Pocas prvého zdvihu — etapy zovseobeciiovania sa vo vedomi Cloveka zanli vzajomne prepdjat
najprv od seba oddelené izolované modely, az d6jde k vytvoreniu tzv. generického modelu. Toto
zovseobecnenie moze trvat aj kratko. Zatial' o izolovany model predstavuje konkrétny pripad
buducej znalosti (Hejny, 2014, str. 47), genericky model uz vystupuje ako prototyp vsetkych alebo

urcitej skupiny izolovanych modelov, zastupuje ich uz v d’alSom poznavacom procese.

5 Tabulka sa 1i§i od povodnej a viackrat publikovanej tabulky poznavacieho procesu. Sam profesor Hejny uvadza, ze je
mozné, ze sa len preukaze vhodnost’ a uzitocnost’ takejto upravy. (Hejny, 2014, str. 43)
® Pod pojmom primerana tloha Hejny rozumie ,,illoha je tak Pahka4, Ze ju Ziak vyriesi, a zdrovei tak ndroénd, aby mal z jej

vyrieSenia radost™ (vol'ny preklad, Hejny, 2014, str. 44).

7V (Hejny, Novotna, Stehlikova, 2004) bol este pouzity pojem separovany model.

8 Velky vyznam maju v tejto hladine aj nasledujuce typy modelov. Prekvapivy model je taky, ktory sa tvéri, Ze nie je
modelom pre dany matematicky objekt, ale v skuto¢nosti modelom je, alebo taky, o ktoré¢ho existencii dieta nevedelo.
Prikladom moze byt nekonvexny Stvoruholnik ako model pre $tvoruholnik. Zdanlivym modelom méze byt nieco, co
v skutoénosti nie je modelom daného objektu, ale moze sa tak zdat. Prikladom méZe byt §tvorec ,,postaveny* na vrchole®
ako model pre kosoStvorec. Nie-modelom moze byt jav alebo objekt, ktory vysvetluje komplementarnu vlastnost
skumaného javu (objektu). Pre zavedenie pojmu konvexny utvar uvadza Hejny, Ze je vhodné ukazat’ utvar, ktory nie je

konvexny.



Zdvih 2 — abstrakény zdvih predstavuje vytvorenie abstraktného poznania. Subor izolovanych

a generickych modelov je restrukturovany a vznika poznatok abstraktného charakteru.

Pocas hladiny krystalizdacie sa nové poznanie prepaja s predchadzajiicimi vedomost’ami. Obycajne to
prebieha dlhodobo. Krystalizacia poznatku za¢ina pri prvom generickom modeli, ale méze vzniknat’
uz aj pri izolovanom modeli (kryStalizacia teda prebieha v podstate pocas celého poznavacicho

procesu).



3 Jednotky diZky, obsahu a objemu

Tato kapitola je venovana problematike jednotiek diZky, obsahu a objemu v $kolskej matematike.
Zameriava sa na vyuzitie roznych modelov pre budovanie predstav jednotlivych jednotiek v snahe
vyhnut' sa formalizmu, ktory je v tejto problematike vel'mi silno zastupeny. Ddlezitou ¢astou je aj
premena jednotiek. Ako motivaciu by som uviedla tri pribehy, v ktorych vystupuju jednotky dizky
a hustoty:

/

PRIBEH 1: Chlapec — prvik na zdkladnej skole, isiel peso so svojou mamou na

viak. Cesta sa mu zdala dlha, preto sa spytal: ,, Ako este dlho? “ Mama odpovedala:
L Asi este kilometer.“ Dalsie myslienky chlapca boli nasledujuce: ,,Kilometer...
Moj krok ma asi 50 centimetrov. Do jedného metra sa tak zmestia dva kroky. A tych
metrov je v kilometri tisic... Takze je to 2000 krokov, to sa da. “ Neskor, v 5. rocniku
nevedel tento chlapec premenit v domdcej ulohe z matematiky centimetre na
milimetre a decimetre. /

-

PRIBEH 2: Praktikantka na pedagogickej praxi z fyziky premienala so Ziakmi 8.
rocnika hustotu medi. Na tabuli bolo napisané:

8960 kg.m-3 = 8,96 g.cm-3

Jedna Ziacka sa prihlasila a povedala, Ze je to zle. Na otdzku, preco si to mysli,

odpovedala: , Ked' ideme z vicsej jednotky na mensiu, nemozZeme tam mat predsa

)

mensie cislo. “

-

PRIBEH 3:Tinedzeri sa po vyucovani v zime stretli pri Skole a postavali pod Sikmou
strechou Skoly. V ten den bol odmdk a zo striech padali kusy zmrznutého snehu.
Chlapci sa smiali, odskakovali, kym sa na jedného nezosypal velky kus. Chlapec
spadol, vsetci boli prekvapeni ako mu taky ,, kiusok snehu *“ mohol ublizit.

)

V obdobi 2015-2019 sa vyskytlo v testovani T9 z matematiky osem uloh, v ktorych bolo nevyhnutné
premenit’ jednotky diZky, obsahu & objemu. Vsetky tieto tlohy boli zaradené medzi obt'azné alebo
stredne obt'azné (Csachova, JureCkova, Tkacik, 2021), napriek tomu, ze problematika jednotiek a ich

premeny nie je ani nova, a na hodinach matematiky sa jej venuje dost’ Casu. Preco ale ziaci nevedia



pracovat’ s roznymi jednotkami? Kde sa stala vo vSetkych troch pribehoch chyba? Zlyhali ucitelia,
ktori jednotky ,,poriadne‘ nenaucili alebo Zziaci, ktori sa to nenaucili? Je mozné, ze vo vsetkych

pripadoch zauzivany formalizmus vo vzdelavani ovplyvnil pochopenie problematiky.

y dat
Wy
o /

oo

Obr. 2 ,,Rucicka“ — pomdcka pre premenu jednotiek dizky (zdroj: vlastny, obrazok Ziaka 3. ro¢nika)

Zavedenie jednotiek dizky a ich premena je su¢astou ISVP z matematiky uZ v ramci primarneho
vzdelavania. V 1. a 2. roéniku sa zavadzaju jednotky dizky milimeter, centimeter, decimeter, meter
a meranie dizky v tychto jednotkach. Premena jednotiek dizky v rozsahu od kilometrov po milimetre
sa zac¢ina v 3. ro¢niku a kvoli ispesnosti Ziakov a dobrym skusenostiam ucitelia zavadzajii pomdcku
— Obr. 2.° Pouzivanie tejto pomdcky pretrvava aj na 2. stupni zakladnej $koly. Mnoho uéitelov
Z praxe mi povedalo, Ze bez nej by ich Ziaci premieniat’ jednotky (asi) ani nevedeli. Myslim si, ze
problémom nie je ani pouzitie tejto ,,pomocky®, ako to, ze jej zavedeniu nepredchadza vybudovanie
spravnej predstavy jednotlivych jednotiek, ich nasobkov a dielov. Ziaci nemaja skusenosti
s dostato¢nym poctom izolovanych modelov, nevedia si predstavit’ 10 centimetrov ¢i 1 meter. Potom

sa premiefanie jednotiek tak potrebné pre redlny zivot meni na formalne pouzivanie pomocky.

V ramci niz8ieho stredného vzdelavania sa d’alej v matematike zavadzaji jednotky obsahu a objemu,

prehlad spolu aj so Standardami z primarneho vzdelavania je uvedeny v Tab. 4. Vsetky jednotky

% Opis postupu premieniania jednotiek s ,,ru¢ickou” podl'a postupov z internetu: Ruku maju deti stale so sebou, preto ju
mozu vyuzit ako pomdcku pri premene jednotiek dizky. Medzi jednotlivymi prstami urobime jeden skok, ktory sa rovna
jednej nule. Medzi ukazovakom a palcom je vel'ké vzdialenost’, musime urobit” az tri skoky = tri nuly. Smerom k malicku
pridavame tol’ko nul, kol'’ko skokov urobime (mali¢ek je maly, potrebuje pridat’). Smerom k palcu odoberieme tol’ko nil,
korl’ko skokov urobime (palec je velky, musime mu odobrat’). Napriklad: 4m=4+0+0cm =400cm,5000m=5-0
—0-0m =5m. (Z tohto postupu je jasny formalizmus.)



pozadované v ISVP patria bud’ k zakladnym (m) a odvodenym (m?, m®) jednotkam SI'°, vedl'ajsim
jednotkam (1, ha, a), ich nasobkom a dielom. Stéle sa to ale tyka jednotick diZky, obsahu a objemu.
Jednotky &asu, hmotnosti, rychlosti a d’alsie jednotky nie st uvedené v ISVP pre matematiku na

trovni niz§ieho stredného vzdelavania, ale st zaradené v ISVP pre fyziku — Tab. 5.

Jednotky r6znych veli¢in a ich premenu je nevyhnutné chéapat’ interdisciplinarne, ako poziadavku na
vedomosti a zruénosti Ziakov z oblasti Clovek a priroda. K obsahovym §tandardom prvého roka
Stadia (obycajne je to v 6. rocniku zdkladnej Skoly) predmetu Fyzika moézeme najst’ jednotky
hmotnosti (g, kg, t), dizky (mm, cm, dm, m, km), objemu (ml, 1, cm® dm3, m®), hustoty (g/cm?).
V druhom roku (7. ro¢nik) st to jednotky casu (s, min, h), v treom (8. ro¢nik) jednotky rychlosti
(m/s, km/h). Pri dal$ich fyzikalnych jednotkéach (jednotky tlaku, prace, vykonu, energie polohove;j
a pohybovej, elektrického pradu, napitia a odporu, elektrickej prace a elektrického prikonu) sa

vyuzivajli ich nasobky a diely. (ISVP pre fyziku, nizsie stredné vzdelévanie)

Rocnik / stupen | Ocakdavany obsahovy a vykonovy Standard

1. stupeni ZS premenit’ jednotky diiky (mm, cm, dm, m, km) (ISVP, primarne, str. 22).

5. ro¢nik ZS pracovat’ na propedeutike jednotiek obsahu (cm?, mm?) v stvorcovej sieti
a jednotiek objemu (mm?3, cm?, dm?®, m®) (ISVP, 2. stupet, str. 7)

6. roénik ZS premenit’ zdkladné jednotky obsahu s vyuzivanim vlastnosti desatinnych ¢isel,
premena jednotky obsahu: hektar, ar, kilometer $tvorcovy, meter $tvorcovy,
decimeter §tvorcovy, centimeter §tvorcovy a milimeter §tvorcovy (ha, a, km?,
m?, dm?, cm?, mm?) (ISVP, 2. stupen, str. 13)

7. roénik ZS poznat vztah 1 liter = 1dm?3, premenit’ zakladné jednotky objemu, vypog&itat’
povrch aobjem kvadra a kocky, ak Ziak pozna dizky ich hran, vyriesit
primerané slovné ulohy na vypocet povrchu / objemu kvadra a kocky aj
S vyuzitim premeny jednotiek obsahu / objemu

jednotky objemu: meter kubicky, decimeter kubicky, centimeter kubicky,
milimeter kubicky, kilometer kubicky, liter, deciliter, centiliter, mililiter,
hektoliter (m?, dm?, cm®, mm?®, km?, 1, dl, cl, ml, hl)* (ISVP, 2. stupeti, str. 21)

Tab. 4 Prehl'ad obsahovych a vykonovych Standardov zameranych na jednotky dizky, obsahu
a objemu podla ISVP pre matematiku (zdroj: upravené podl'a ISVP pre matematiku, nizSie stredné
vzdelavanie)

10 Pod skratkou SI vystupuje Medzinarodna ststava jednotiek (z fr. Systéme \nternational (d'Unités)), V ktorej st
najpouzivanejSie fyzikalne jednotky. Patria tam zakladné jednotky (meter, sekunda, kilogram, ampér, mol, kelvin,
kandela), odvodené jednotky (napriklad meter $tvorcovy, meter kubicky, kilogram na meter kubicky, meter za sekundu)
aich ndsobky a diely (vytvorené pomocou predpdn: quetta, ronna, yotta, zetta, exa, peta, tera, giga, mega, kilo, hekto,
deka, deci, centi, mili, mikro, nano, piko, femto, atto, zepto, yokto, ronto, quecto; https://sk.wikipedia.org/wiki/Sl).
V prirodnych vedach pre ISCED 1, 2, 3 sa pouzivaju len niektoré z tychto predpdn.


https://sk.wikipedia.org/wiki/Franc%C3%BAz%C5%A1tina

Pocas primarneho i sekundarneho vzdeldvania sa tak ziak stretne s velkym mnozstvom jednotiek,
a je potrebné mat’ vybudovant predstavu pre nich, aby bol poznatok trvaly, nie formalny*! a uzito¢ny.

Pomocou nasledujicich aktivit je mozné vytvorit predstavu jednotiek dizky, obsahu a objemu.*?

Rocnik Veliciny a ich jednotky pozadované pre jednotlivé rocniky

6. roénik ZS objem, znacka V, jednotky objemu ml, 1

hmotnost’, znacka m, jednotky hmotnosti g, kg, t

dizka, zna¢ka d, jednotky dizky mm, cm, dm, m, km

objem tuhych telies, jednotky objemu cm® , dm®, m® (ISVP pre fyziku,
nizsie stredné vzdelavanie, str. 4)

hustota, zna¢ka p, jednotka hustoty g/cm?, vztah p =m/V (ISVP pre fyziku,
nizsie stredné vzdelavanie, str. 5)

7. ro¢nik ZS Cas, znacka t, jednotky ¢asu s, min, h (ISVP pre fyziku, nizsie stredné
vzdelavanie, Str. 6)

teplo, znacka Q, jednotka tepla J, vztah Q = ¢ - m - At (ISVP pre fyziku,
nizsie stredné vzdelavanie, str. 7)

8. roénik ZS | sila, znacka F, jednotka sily N
tlak, znacka p, jednotky tlaku Pa, hPa, kPa, MPa, vztahp=F /S

vykon, znagka P, jednotky vykonu W, kW, MW (ISVP pre fyziku, nizie
stredné vzdelavanie, str. 9)

9. roénik ZS | elektricky prad, znagka I, jednotky elektrického pradu A, mA, pA
elektrické napétie, znacka U, jednotky elektrického napétia V, kV
elektricky odpor vodic¢a, znacka R, jednotky elektrického odporu Q, kQ, MQ

elektricka praca, znacka W, jednotky elektrickej prace J, kWh elektricky
prikon, zna¢ka P, jednotky elektrického prikonu W, kW, MW MW (ISVP
pre fyziku, nizsie stredné vzdelavanie, str. 11)

Tab. 5 Prehl'ad fyzikalnych velicin, ich jednotiek, nasobkov a dielov uvedenych v obsahovych
a vykonovych Standardov v ISVP pre fyziku (zdroj: upravené podla ISVP pre fyziku, nizZSie stredné
vzdelavanie)

1 Pod trvalym, ale formalnym poznatkom rozumiem, ked’ napriklad ziak aj na strednej $kole vie, Ze pri premene
kilometrov na metre musi ,,pridat’ tri nuly®, ¢o ,,funguje‘ pri premene celoéiselnych hodnét (3 km =3 000 m), ale nie pri
premene desatinnych (3,24 km = 3 240 m — ,,bola pridana len jedna nula“).

12 Motivaciou bol pre miia prispevok Moniky Janiovej o praci s nadanymi ziakmi (Jani¢ovd, 2020) pocas konferencie
Dva dni s didaktikou matematiky v roku 2020.



Aktivita: Dizka predmetu
Etapa poznavacieho procesu. izolované modely
Ciel” vytvorit' si predstavu dizky uréitej hodnoty

Pomocky: suSienky, pero, ceruzka, hranaty perecnik, preukaz (do kniZznice, ob¢iansky, ...), ...

Cokol'vek, s ¢im ma ziak skisenosti, alebo to ma k dispozicii, nieo, ¢o ma Ziak rad), pravitko
2 b b 2

Uloha 1: Odmerajte rozmery predmetu v centimetroch. (Obr. 3) Premeiite ich na milimetre,
decimetre, metre.

Obr. 3 Dizka obl'ibenej detskej trubicky (priblizne 11,5 cm, zdroj: vlastny)

Uloha 2: Porovnajte rozmery viacerych predmetov.*® (Obr. 4)

é\khﬁ‘ww ’i i‘ gf!i ,;",7

Obr. 4 Dizka trubi¢ky a dizka napolitanky st priblizne rovnaké (trubicka 11,5 cm, napolitanka 11

cm, zdroj: vlastny)

Uloha 3: Najdite vo svojom okoli predmet, ktorého niektory z rozmerov ma 10 cm (15 cm, 20 cm,
..., pripadne jeden z rozmerov papiera A4).

13 Tuto tlohu ,,riedia“ Ziaci beZne na hodinach telesnej vychovy, ked sa zorad’uji podl'a vysky.



Dlizka vhodna na zapamdtanie Redlna situacia

a vytvorenie si predstavy

210 mm, 297 mm dizka stran papiera A4

25¢cm dizka chodidla velkosti 38

telesna vyska v stoji (dospely rozpitie pazi v stoji'* (dospely &lovek)

clovek)
10 — 30 um rozmery vacsiny buniek
6378 km polomer Zeme
313 km vzdialenost’ Bratislava — KoSice (vzdusnou cestou)
451 km vzdialenost’ Bratislava — Kosice (cez Zilinu, podla
GoogleMaps)
384 403 km vzdialenost’ Zem — Mesiac

147 097 000 km (perihélium) vzdialenost’ Zem — SInko (meni sa)

152 099 000 km (afélium).

9460 730 472 580 800 m svetelny rok*® (ako jednotka dizky)

Tab. 6 Niektoré zo znamych ,,dizok®, s ktorymi sa mozu stretnat’ Ziaci na 2. stupni ZS (zdroj:

vlastny, hodnoty prevzaté z roznych stranok)*®

14 Podrla vyskumu z (Sedmak, Hitka, Rosak, 2007) bola priemerna vyska slovenskych Zien 168,9 cm a priemerné rozpétie
pazi v stoji 165.3 cm. Je to sice len priblizna rovnost’, ale méze byt pri odhadoch vel'mi uzitocna.

15 Svetelny rok je definovany ako draha, ktort prejde svetlo vo vakuu za 1 juliansky rok.

16 K dalim zaujimavym ,,dizkam*“ je mozné pripojit napriklad normalny rozchod kolajnic (Sirka 1 435 mm) pre
zeleznicné trate na Slovensku a pre uzky rozchod (1 000 mm) tatranskych elektrickych Zeleznic a bratislavskych
elektrickovych trati. (https://sk.wikipedia.org/wiki/Rozchod ko%C4%BEaje)



https://sk.wikipedia.org/wiki/Rozchod_ko%C4%BEaje

Pri rieSeni tychto troch Gloh sa vykonavaji tri &innosti: meranie dizky'’, porovnavanie dizky,
,hladanie“ ur¢itej dizky. Takto si Zziak moZe pracou s dostatoénym poétom izolovanych modelov
vytvorit’ predstavu jednotiek dizky. Nemusi to byt’ presne 1 cm, 1 dm alebo 1 m, moZe to byt aj
nejaky vhodny nasobok, ktory je ale mozné pouzit na vybudovanie predstavy. (Na Obr. 3 je
znazornena trubicka s dizkou 11,5 cm, pricom nie je az tak dolezité, ¢ije to 10 cm alebo 11,5 cm, ale
to, €1 si viem predstavit’ priblizne ten 1 dm a tato predstavu vyuzit’ pri odhade.) To je mozné vyuzit

aj pri roznych vzdialenostiach ako su uvedené v Tab. 6.

EUR| 36 | 37 | 38 | 39 | 40 | 41 | 42 | 43 | 44 | 45 | 46 | 47

UK| 3 | & 5 6 |65 7 8 9 (10 |11 [ 12 | 13

US-MEN| & | 5 6 7 (75 8 9 (10 [ 11 (12 [ 13 | 14

X (cm) 24 |24,52(25,10(25,51)26,08|26,52(27,06(27,53|28,48( 29 |29.52)30,46

Y (cm) 8,50 (8,81 8,90]9,03|930]|940|9,52|9,70/9.91|10,00{10,20(10,41

Obr. 5 Pouzivana vel’kost’ obuvi pre Eurépu, Velk Britaniu a USA a prislusna dizka a $irka

chodidla (zdroj: https://www.steel-obuv.sk/velkost)

Aktivita: Dizka kroku

Etapa poznavacieho procesu. izolované modely
Ciel vytvorit si predstavu o dizke svojho kroku
Pomocky: kraj¢irsky meter, meracie pasmo
Uloha: Uréte priblizne dizku svojho kroku.

Dizku kroku je mozné uréit pomocou odmerania vzdialenosti, ktori prejde tym jednym krokom,
alebo sa ,,odkrokuje” zndama vzdialenost’ a jej dizka sa vydeli poétom vykonanych krokov. Dizku
kroku je mozné uréit' aj na zaklade vySky postavy Cloveka. Odhad je orienta¢ny a opiera sa

0 predpoklad, Ze dizka kroku &loveka predstavuje priblizne 42 % vysky ¢loveka — Tab. 7.

17 Pod meranim sa rozumie zistovanie kolkokrat sa jednotka dizky nachadza v meranej dizke. (Napriklad ak méa nie¢o
dizku 13 cm, tak sa v tej dizke jednotka 1 centimeter nachddza 13-krat. Ak je to napriklad 14,5 cm, tak sa tam nachédza
jednotka 1 centimeter 14 a pol krat.)


https://www.steel-obuv.sk/velkost

wika | dizka | vska | dika | vska | dizka | vyska | ditka | vyska | dizka
kroku kroku kroku kroku kroku

150 63 160 68 170 71 180 76 190 80

151 63 161 68 171 72 181 76 191 80

152 64 162 68 172 72 182 76 192 81

153 64 163 68 173 73 183 77 193 81

154 65 164 69 174 73 184 77 194 81

155 65 165 69 175 74 185 78 195 82

156 66 166 70 176 74 186 78 196 82

157 66 167 70 177 74 187 79 197 83

158 67 168 71 178 75 188 79 198 83

159 67 169 71 179 75 189 79 199 84

Tab. 7 Priemerna dizka kroku podl'a vysky postavy ¢loveka (zdroj:
https://www.desettisickroku.cz/o-chuzi/1/jak-zmerit-svuj-krok)

Pre odvodené jednotky obsahu a objemu je moZzné postupovat’ podobne ako pri predchadzajucich
aktivitach (ako nasledujtca aktivita), ale aj na zdklade uZ vytvorenych predstav o jednotkach dizky —

Tab. 8.

Aktivita: Obsah suSienky (papiera, ...)
Etapa poznavacieho procesu: izolované modely
Ciel’: vytvorit’ si predstavu o obsahu zndmeho predmetu

Pomacky: susienka (akykol'vek znamy vhodny predmet), krajc¢irsky meter, meracie pasmo, pravitko,

Uloha 1: Uréte obsah susienky (alebo nejakého vhodného predmetu, ktory je k dispozicii).

Uloha 2: Najdite predmet, ktorého niektora zo stien ma obsah 10 cm? (20 cm?, 50 cm?, 1 dm?, ...).



Uloha 3: Narysujte $tvorec, trojuholnik, obdiznik s obsahom 1 cm? (5 cm?, 20 cm?, ...).

Uloha 4: Vymerajte ¢ast’ chodnika s obsahom 10 m? (0,001 km?, 0,2 4, ...).

Ziak si zvoli predmet, ktory je k dispozicii. Vhodnym predmetom je taky, ktory je mnohostenom,
teda taky, ktory ma mnohouholnikové steny. Z nich si vyberie niektort (v tvare §tvorca, obdiZnika,
rovnobeznika, trojuholnika, ...), odmeria jej rozmery a pomocou vzorca pre vypocet obsahu
prislusného mnohouholnika urci obsah. (Pripadne je mozné stenu predmetu prekreslit’ na papier

a pomocou Stvorcovej siete urit’ obsah.) Aj V ostatnych ulohach ide o vybudovanie predstavy

ur¢itého obsahu.

Obr. 6 Susienka a obdiznik, ktory ,.pripomina“ susienku'® s obsahom 35,75 cm? (rozmery priblizne

5,5 cm x 6,5 cm, zdroj: vlastny)

Jednotka Predstava Jednotka Predstava

1 cm? obsah §tvorca so stranou dizky 1 cm | 1 cm?® objem kocky s dizkou hrany 1 cm

1m? obsah §tvorca so stranou dizky I m | 1 m? objem kocky s dizkou hrany 1 m

1 mm? obsah §tvorca so stranou dizky 1 mm | 1 mm?® objem kocky s dizkou hrany 1 mm

1 dm? obsah §tvorca so stranou dizky 1 dm | 1 dm® objem kocky s dizkou hrany 1 dm

1 km? obsah §tvorca so stranou dizky 1 km | 1 km® objem kocky s dizkou hrany 1 km

1 4 (ar) obsah $tvorca so stranou dizky 10 m, | 11 objem kocky s dizkou hrany 1 dm
teda je to 100 m?

1 ha obsah §tvorca so stranou dizky 100 | 1 dI desatina objemu kocky s dizkou

(hektar) | m, teda je to 10 000 m? (deciliter) | hrany 1 dm

Tab. 8 Jednotlivé jednotky obsahu a objemu a mozna predstava s nimi spojena (zdroj: vlastny)

18 Sugienku som obkreslila ceruzkou a nerovné ¢iary som nahradila tseckami.




Aktivita: Obsah (plocha) papiera formatu A4, A3, ...
Etapa poznavacieho procesu. izolované modely

Ciel’: vytvorit’ si predstavu o obsahu znameho predmetu
Pomaécky: —

Uloha: Uréte plochu papiera formatu A4 (A3) v centimetroch §tvorcovych (v dm?, m?), ak viete, Ze

papier A0 ma plochu 1 m2,

Plochu papiera formatu A4 je mozné vypocitat pomocou vzorca S =a - b, kde a, b st rozmery papiera.
TakZe S = 210 mm - 297 mm = 62 370 mm? = 623,7 cm? = 6,237 dm? = 0,06237 dm?. Dal3ou

moznostou je ur¢it, aku ¢ast’ z AO predstavuje papier A4 — Obr. 7. Je to jedna Sestnastina z A0, teda

plocha papiera A4 je S = 1—16 m? = 0,0625 m?. (Rozdiel v plochéch je dany rozstrihnutim papiera.)

Al A2

A3 A4

A5 A6

A7 | A8

Obr. 7 Papier formatu A0 rozdeleny na d’alsie formaty: A1 — A8 (zdroj: vlastny)

Aktivita: Objem napolitanky (znameho objektu)

Etapa poznavacieho procesu: izolované modely

Ciel’: urcit’ objem napolitanky (zndmeho predmetu) v tvare kvadra

Pomdcky: napolitanka (znamy predmet), meradlo

Uloha: Uréte objem napolitanky v cm®a dm?®. (Alebo akéhokol'vek vhodného predmetu.)

Ziaci si zvolia vhodny predmet a odmeraju jeho rozmery. Najvhodne;jsi bude predmet v tvare kocky

alebo kvadra (mozZe byt ale aj valec alebo ihlan). Potom pomocou vzorcaV =a - a - a=a° (a—dizka

19 podla normy STN EN ISO 216 ma rad A dizky stran v pomere 1:V2 (teda priblizne 1:1,4142) zaokrahlené na milimetre.
Zakladny format je oznageny ako A0 a jeho plocha je 1 m? Dalgie formaty (A1, A2, A3, ...) vznikni postupnym delenim
daného formatu na polovicu kolmo na dlhsiu stranu. (https://sk.wikipedia.org/wiki/Form%C3%A 1t papiera)



hrany kocky) alebo V. = a- b - ¢ (a, b, ¢ — dizky hran kvadra) sa uréi objem telesa. V pripade
napolitanky na Obr. 8 to je V=11 cm - 4 cm - 1,5 cm = 44 cm® = 0,044 dm?,
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Obr. 8 Meranie dizky, $irky a vysky napolitanky (d x § x v =11 cm x 4 cm x 1,5 cm, zdroj: vlastny)

Podobnu ulohu mézu Zziaci riesit’, ak maju zistit’ napriklad objem valcovej nadoby s chipsami, ¢i

krabicky v tvare pyramidy. Pritom vyuziji aj vzorce pre vypocet objemu jednotlivych telies.

Aktivita: Objem miestnosti

Etapa poznavacieho procesu: motivécia, krystalizacia

Ciel’: odhadnut’ rozmery miestnosti (v tvare kvadra), odmerat’ rozmery miestnosti pomocou réznych
meracich ,,pristrojov* a nasledne vypocitat’ pomocou vzorca V = a -b - ¢ (a, b, ¢ — rozmery
miestnosti) jej objem, porovnat’ vypo¢itané hodnoty objemu

Pomacky: papier formatu A4, meter, laserové meradlo, ...

Uloha: Uréte objem miestnosti (uéebne, detskej izby, ...):

a) ak nevstanete z miesta (teda odhadom),

b) ak mdzete vstat’ (mozete nieCo pouzit,, ale nie ,,oficialne” meradlo),

c) ak mate k dispozicii niekol'ko papierov formatu A4,



d) ak mate k dispozicii napr. kraj¢irsky meter, meracie pasmo, laserové meradlo, ... (nejaké
,,oficidlne” meradlo dizky).

V prvom pripade musi ziak urcit’ objem miestnosti Cisto len na zaklade svojho odhadu rozmerov
miestnosti, pricom sa moéze opriet’ napriklad 0 vySku znamej miestnosti, alebo svoju vysku
(,,Kol'kokrat by som sa musel na seba postavit’ tak, aby som sa ,,dotykal* stropu?*). V druhom pripade
musi k rieSeniu pristupovat’ tvorivo a vymysliet, ¢o je mozné pouzit’ ako ,,neoficidlne” meradlo.
Jednou z moznosti je pouzit' ako meradlo jeden krok, ateda miestnost’ ,,odkrokovat™ (a vyuzit
poznatky o dizke svojho kroku), alebo ,.prikladanim® jedného chodidla k druhému zistit' pocet
,chodidiel“ a vynasobit’ to ,,priemernou* diZkou chodidla — napriklad 25 cm — Obr. 5. Alebo je mozné
znamu vysku niektorého zo spoluziakov modelovat pospdjanymi $nurkami do topanok ¢i Salom,
pripadne rozpazenim pazi.?° V tretom pripade je potrebné poznat’ rozmery papiera formatu A4, a to
210 mm a 297 mm. Vdaka tymto zndmym rozmerom mdzeme jeden z rozmerov papiera pouZit’ ako
vhodné meradlo. (Merat’ dizku znamena zistit,, kol’kokrat sa meradlo — vhodna jednotka nachadza
v meranej dizke.) Stvrty pripad ulohy je zrejmy, Ziaci maju realizovat ¢o najpresnejsie meranie
rozmerov miestnosti.?!

Podobnt tlohu je mozné sformulovat’ pre urcenie rozmerov alebo plochy volejbalového ihriska ¢i

telocvi¢ne alebo dizky pretekérskej drahy.

Aktivita: Tvorba slovnych tloh s premenou jednotiek

Etapa poznavacieho procesu: krystalizacia

Ciel’: vytvorit slovnu tlohu, v ktorej je potrebné premenit’ jednotky dizky, obsahu alebo objemu
alebo slovnt ulohu, v ktorej vystupuje jednotka obsahu ar (hektar), upevnit’ predstavu 0 obsahu 1 ar
(1 hektar)

Uloha 1: Vytvorte slovna tulohu, v ktorej je nevyhnutné premenit’ jednotky dizky (obsahu, objemu).
Uloha 2: Vytvorte slovnii tilohu, v ktorej vystupuje jednotka obsahu ar (hektar).

Tvorba loh samotnymi ziakmi (angl. problem posing) je vel'mi uZito¢nou aktivitou, ktort je vhodné
zarad’ovat’ do vzdelavacieho procesu. Ziak pri tvorbe tlohy nielenZe rozvija tvorivost, ale preukazuje
aj svoje pochopenie problematiky.

Prikladom slovnej tilohy, v ktorej je potrebné premenit” jednotky dizky, obsahu alebo objemu, méze
byt tloha z testovania T9 (2019/13): ,,Skatul’ka v tvare kvadra ma rozmery 12 cm, 8 cm a 5 cm.

Vypocitajte jej objem v litroch. Vysledok uved’te s presnost'ou na dve desatinné miesta.*

20 Samozrejme, Ze sa musi pocitat’ aj s dielmi takychto pomocnych jednotiek dizky.
21 Studenti Katka, Viki, Patricia a Tomas tak odhadli objem u¢ebne na 70 m®, pri pouziti dizky chodidla 80 m® a pri
vyuZiti rozmerov A4 priblizne na 90 m®.



Prikladom pre slovnu ulohu s jednotkou ar alebo hektdr moze byt lloha pre plochu futbalového
ihriska z (Kubadek, Cernek, Zabka a kol., 2008, str. 43 — 44):. | Hracia plocha musi mat tvar
obdiznika. DiZka hracej plochy musi byt vzdy vicsia ako Sirka. Dirka hracej plochy nesmie
byt’ vdc¢sia ako 120 m a mensSia ako 90 m; Sirka nesmie byt vacsia ako 90 m a mensia ako 45 m.
Medzinarodné stretnutia sa nesmu uskutoénit’ na hracej ploche, ktorej dizka je vacsia ako 110 m a
mensia ako 100 m; Sirka nesmie byt vicsia ako 75 m a mensia ako 64 m. M6ze mat’ hracia plocha
zodpovedajuca pravidlam futbalu plochu 48 arov?

Pri objasneni, ¢o vSetko sa skryva v tejto téme, moézem vysvetlit, ¢o chapem pod jednotlivymi

skupinami poznatkov — Tab. 9.

Poznatky

Objekty jednotky dizky, obsahu, objemu; predpony pre diely a nasobky jednotick

vztahy medzi jednotkami dizky??; vyznam predpon pre diely a nasobky

Vztahy
Postupy | POStupy pre meranie dizky, obsahu, objemu; postupy pre premenu jednotiek
Schémy predstava jednotiek

Tab. 9 Skupiny poznatkov pre jednotky dizky, obsahu a objemu (zdroj: vlastny)

22 Napriklad: 1 decimeter predstavuje 10 centimetrov, 1 milimeter je jedna tisicina metra, ...



4 Pytagorova veta

V matematike zakladnej (i strednej) Skoly sa va¢Sina matematickych viet neuvadza vo forme viet, ale
vzorcov. Medzi vynimky patri Pytagorova veta.?® T4 sa uvadza od zadiatku ako ,,veta“ a popisuje
vztah, ktory plati medzi dizkami stran v pravouhlom trojuholniku (resp. medzi ich druhymi

mocninami). Jej algebricka formulacia pre trojuholnik ABC (Obr. 9) znie:

Ak a a b s dizky odvesien pravouhlého trojuholnika a c je dizka jeho prepony, tak plati:

a2 + b2 = c2.24

a/
Obr. 9 Pravouhly trojuholnik ABC s odvesnami a, b a preponou ¢ (zdroj: vlastny)

Znamou a Vv Skolskej matematike aj Casto vyuzivanou je geometricka formulacia Pytagorovej vety

zobrazena na Obr. 10:

Obsah stvorca zostrojeného nad preponou pravouhlého trojuholnika sa rovna suctu obsahov

§tvorcov zostrojenych nad jeho odvesnami.®

Pri rieSeni Gloh sa tieZ pouziva obratend Pytagorova veta:

Ak pre dizky stran a, b a ¢ trojuholnika ABC plati vztah ¢* = @ + b2, tak je tento trojuholnik

pravouhly s odvesnami dizky a, b a preponou dizky c.

B K dalsim ,,vetam* patria napriklad Talesova veta, Euklidove vety a Eulerova veta pre mnohosteny.

24 Je dolezité si uvedomit, e Pytagorova veta je formulovana v tvare implikacie. Ziaci sa ju ¢asto nauéia v ,,skratene;
forme: ,,a% + b? = ¢, Bez urdenia, €o a, b, ¢ redlne predstavuje, je to ale len algebraicky vyraz. Napriek tomu tato
,.skratena“ forma niektorym uéitel'om postacuje. (Z vyjadrenia jednej matematikarky: ,,Zvykli sme si, ze vSetky pravouhlé
trojuholniky ozna¢ujeme ABC. Som rada, Ze to (Pytagorovu vetu) vedia aspoti pre trojuholnik ABC s pravym uhlom pri
cécku, a ze ,zarecituja* a2 + b? = ¢2.%).

%5V geskom preklade Euklidovych Zakladov (Servit: Euklidove Zaklady, 1907, Kniha 1, str. 24) je Pytagorova veta
obsahom tvrdenia XLVII a formulovana nasledovne: V pravouhlych trojuholnikoch sa §tvorec na strane oproti uhlu

pravému leZiaci rovnd Stvorcom na strandch pravy uhol zvierajiicich. (preklad z ¢estiny a iprava autorka)



Takze ak dizky troch stran a, b, ¢ trojuholnika spiiaju rovnost’ ¢? = a®+ b? (a samozrejme aj
trojuholnikovi nerovnost), tak je to trojuholnik pravouhly, ak nie, tak trojuholnik je ostrouhly (c? <

a?+ b?) alebo tupouhly (¢ > a%+ b?).25

Obr. 10 Geometricka formulacia Pytagorovej vety (zdroj: vlastny)

Pytagorova veta je pomenovana podla starogréckeho matematika, politika a filozofa Pytagora zo
Samosu (asi 580 — 500 p. n. 1.)%", ktory ju mozno ako prvy dokazal. Bola ale zrejme zndma uz viac
ako 1000 rokov pred Pytagorom v Babylonii a Egypte. V tychto oblastiach na vymeriavanie
pozemkov a zakladov rdznych stavieb pouzivali tzv. napinaci lan jednoduchti pomdcku na vytycenie
pravého uhla, tzv. mera¢sky povraz. Na povraze vytvorili 13 rovnako od seba vzdialenych uzlov.
Prvy uzol spojili s poslednym, trinastym, a povraz napli do tvaru obvodu pravouhlého trojuholnika

so stranami 3, 4 a 5 dielov — Obr. 11.

% Toto tvrdenie vyplyva z kosinusovej vety ¢ = a? + b? — 2ab cos y (kde a, b, ¢ sa dizky stran trojuholnika, uhol y je uhol

a?+b?—c?
2ab

oproti strane c), ktort mézem upravit’ na tvar cosy = . Vyraz v menovateli je vzdy kladny (je to suéin dizok

stran). Vyraz v Citateli moze byt kladny (teda a? + b*> ¢?), vtedy bude cos y tiez kladny, uhol y je z intervalu (0°, 90°)
a trojuholnik je ostrouhly. Ak je vyraz v Citateli zaporny (teda a? + b? <c?), co0s y je tiez zaporny, uhol y je tupy
a trojuholnik je tupouhly.

27 Vsetko zname 0 Zivote Pytagora je dost’ neisté. Pravdepodobne v$ak navstivil Egypt, Babylon a Indiu a jeho pobyty
mohli trvat’ aj niekolko rokov. Je ale vel'mi pravdepodobné, Ze ju poznali ovel'a skor aj iné staroveké civilizacie (Cina,
Egypt). V meste Krotdn na juhu Apeninského polostrova vytvoril Pytagoras spolo¢enstvo, ktorého ¢lenovia st znami ako

pytagorejci. (Bero, 1989)



Obr. 11 Napinanie povrazu (zdroj: vlastny)

Pytagorova veta

Vykonovy Standard

Obsahovy Standard

Ziak na konci 9. ro¢nika zikladnej Skoly vie / dokaze:

v vymenovat’ zakladné prvky a vlastnosti pravouhlého trojuholnika,

v formuléciu Pytagorovej vety aj jej vyznam,

v zapisat’ Pytagorovu vetu v pravouhlom trojuholniku ABC s pravym
uhlom pri vrchole C vztahom ¢ = a* + b2, ale aj vzt'ahom pri inom
oznaceni stran pravouhlého trojuholnika,

v vyjadrit’ a zapisat’ zo zakladného vztahu Pytagorovej vety obsah
Stvorca nad odvesnami (a* = ¢ — b%, b* = ¢? — a*), podobne aj pri

pravouhly trojuholnik, zakladné prvky a vlastnosti pravouhlého
trojuholnika — pravy uhol, odvesny, prepona, sucet dvoch ostrych
uhlov je 90 stupiiov

Pytagorova veta pre pravouhly trojuholnik
vztahy F=ad+,d=F-P=-d,
a=E b b=\ —a ,c=a> +b*,

vyznam a vyuzitie Pytagorovej vety

vyjadrenie neznamej zo vzorca

inom oznaceni stran trojuholnika,

v vyjadrit’ vztah pre vypocet dizky odvesien pomocou odmocnin (
a=\c* —b*,b=+c* —a*), podobne aj pri inom oznaceni stran
trojuholnika,

v vypotitat’ dizku tretej strany pravouhlého trojuholnika, ak st
zname dlzky jeho dvoch zvy$nych stran,

v’ samostatne pouzit’ Pytagorovu vetu na riedenie kontextovych tloh z
realneho praktického zivota.

Tab. 10 Vykonové a obsahové tandardy pre tému Pytagorova (ISVP, nizsie stredné vzdelavanie,

str. 33)

Podl'a ISVP je Pytagorova veta zaradena do 9. ro¢nika zakladnej $koly, po téme o mocninach
a odmocninach a pred linearnymi rovnicami. Od ziaka sa z tejto témy vyzaduje, aby na konci 9.
ro¢nika zakladnej skoly vedel sformulovat’ Pytagorovu vetu geometricky, aj algebricky, a to nielen
pre trojuholnik ABC, ale aj pre iné oznacenie stran pravouhlého trojuholnika, a aplikoval ju pri rieSeni
uloh tykajicich sa trojuholnika, ale iuloh zredlneho Zivota. (Presnd formulacia obsahovych
a vykonovych standardov pre Pytagorovu vetu je v Tab. 10.) V ramci vysSieho stredného vzdelavania
sa podla ISVP vyzaduje aj odvodenie Pytagorovej vety a zavadza sa kosinusova veta, ktorej
$pecialnym pripadom je veta Pytagorova, a vety Euklidove v pravouhlom trojuholniku. Pre ich
pochopenie je Pytagorova veta nevyhnutnou. Takisto sa Pytagorova veta pouziva v stereometrii
zékladnej ¢i strednej $koly (napriklad pri vypoéte dizky stenovej i telesovej uhlopriecky ¢i boéne;j
hrany telesa).

V tejto téme sa prelina Skolska algebra, aritmetika i geometria. Pre spravne vytvorenie poznatkov je

Z pohl'adu geometrie nevyhnutné, aby ziak na zaciatku vedel pracovat’ s pravouhlym trojuholnikom,

rozliSoval pojmy odvesna a prepona pravouhlého trojuholnika, rozumel pojmu pravy uhol. Z pohl'adu



algebry ma Ziak rozumiet’ pojmu druhd mocnina a druha odmocnina prirodzeného ¢isla, ma vediet
pracovat’ s rovnicami (do urcitej miery) a vyuzit upravy pre vypocet hodnoty premennych a, b alebo
¢ (dizky odvesien alebo prepony). Z pohladu aritmetiky ma Ziak vytvorit druh mocninu pre
prirodzené &isla a druhti odmocninu pre prirodzené &islo typu a? spamiti (napriklad do &isla 152),
apre lubovolné redlne ¢islo pomocou kalkulacky. Nedostato¢na znalost' ¢i uplna absencia
ktoréhokol'vek poznatku z uvedenych moze predstavovat’ riziko pre vytvorenie poznatkov tykajucich

sa Pytagorovej vety — Tab. 11.

Skupiny poznatkov pre tému Pytagorova veta

Objekty pravy uhol, pravouhly trojuholnik, odvesna, prepona, druha mocnina (premennej,
prirodzeného, raciondlneho a iracionalneho ¢isla), druhd odmocnina (premenne;j,

prirodzeného a raciondlneho ¢isla), vyraz, rovnica

Vztahy trojuholnikova nerovnost’, veta o stucte vel'kosti vnutornych uhlov v trojuholniku,

vzt'ah a2 = a - a, vzorec na vypodet obsahu §tvorca, samotné znenie Pytagorovej

vety (mdze byt v pozicii tvrdenia ale i vzorca®)

Postupy konstrukcia pravouhlého trojuholnika (ak s zadané dizky oboch odvesien alebo
jednej odvesny a prepony pravouhlého trojuholnika, pomocou troch bodov —
vrcholov v stvorcovej sieti, ...), postup na vypocet obsahu Stvorca pomocou
vzorca, uprava vzorca a’ + b%? = ¢? na tvary b? = ¢? — a? (alebo a? = ¢% —

b?),c =+Va?+ b%2aa=c?— b2 (alebo b = Vc2 — a?)

Schémy kombinacia geometrickej, algebraickej a aritmetickej schémy (geometricka
schéma sa tyka pravouhlych trojuholnikov, schopnosti ngjst’ ,,viditelny* i1
,,skryty* pravouhly trojuholnik; algebraickd schéma sa tyka prace s premennymi,
ich druhymi mocninami a odmocninami, upravami rovnic; aritmeticka schéma

obsahuje predstavy o druhej mocnine a druhej odmocnine &isel)?®

Tab. 11 Skupiny poznatkov pre Pytagorovu vetu (v tabul’ke st uvedené aj ,,vstupné* poznatky pre
tematicky celok Pytagorova veta, zdroj: vlastny, s vyuzitim prace (Ulrychova, 2011) a aj

seminarnych prac studentiek rozsirujuceho $tudia matematiky)

28 Pytagorova veta ako tvrdenie predstavuje matematicky vyrok, o ktorom vieme rozhodnut, ¢i je pravdivy alebo nie.
V pozicii vzorca predstavuje ,,pomdcku® pre vypocet dizky niektorej zo stran pravouhlého trojuholnika alebo na overenie,
¢i je trojuholnik pravouhly alebo nie.

2 Jednotlivé schémy mozu byt’ U kazdého ¢loveka iné.



Podl'a viacerych zdrojov existuje viac ako 300 dokazov Pytagorovej vety.®® Pre pevnejsie vytvorenie
poznatku je vhodné ukazat' ziakom niektoré z nich, atak zvySovat' aj potrebu a ich schopnost’
argumentacie prave v geometrii. Uvadzam dva dokazy, ktoré st pochopitel'né aj pre ziakov na konci
nizsieho stredného vzdelavania. Napriek tomu, Ze tieto dokazy nemusia predstavovat’ ,pre Ziaka
nastroj porozumenia myslienke* (Jirotkova, Klobouckova, 2011), mézu pomdct’ mu porozumiet

prostrediu, v ktorom sa veta ,,odohrava*®, a tak vytvorit presnejsiu schému.®!

V] - 3 &
|
A
o w
Iy} N W
@ o &
e ¢ & J e b
Obr. 13 w = Ly A

Zlozenie Stvorca so stranou @ + b dvoma réznymi spésobmi (zdroj: vlastny)

Prvy dokaz je zaloZeny na tom, Ze $tvorec so stranou a + b je mozné zlozit' dvoma spdsobmi ako na
Obr. 13. V prvom pripade (na obrazku vl'avo) st zlozené $tyri pravouhlé trojuholniky s odvesnami a,
b a dva $tvorce, jeden so stranou a a druhy so stranou b. V druhom pripade (na obrazku vpravo) st
zlozené do Stvorca Styri pravouhlé trojuholniky s odvesnami a, b a jeden Stvorec so stranou C (¢o
predstavuje preponu pravouhlého trojuholnika). Obsah Stvorca vyjadrime v oboch pripadoch ako

sucty obsahov zloZenych utvarov:
a?+b?+4-Sa=c?+4-Sy
a?+b?=¢? QED

Druhy dokaz je podobny aje zaloZeny na vyjadreni obsahu Stvorca z predchadzajiuceho obrazku

vpravo dvoma spdsobmi, ktoré sa daji do rovnosti:
Si=(a+b)?=a%+2ab+Db?

S, = c2+4-sA:c2+4-“2l’:c2+2ab

30V (Loomis, 1968) sa uvadza, ze existuje az 365 dokazov.
31 pytagorova veta moze u ziakov vyvolavat mnohé otazky: ,,Co je matematické veta? Pre¢o sa musi dokazovat'? Kedy

je mozné ju obratit'?* (Klieme, Pauli, Reusser, 2009)



S1=S;
a’+2ab +b%=c?+ 2ab

a’+b?>=c? QED

Aby sa mohol ,realizovat* poznavaci proces tykajuci sa Pytagorovej vety, musia prejst’ jeho

jednotlivé etapy. Tento proces pritom nezacina az v 9. ro¢niku, do ktorého je tato téma zaradena, ale

uz vramci primarneho vzdeldvania, kedy sa ziaci zoznamuji napriklad S pojmami trojuholnik

a Stvorec, ¢i na zaciatku nizSieho sekundarneho vzdelavania, kedy zacinaju pracovat’ s pojmami uhol,

pravy uhol akolmost’ priamok. Z vlastnych pedagogickych skusenosti, z prace na publikacii

(Csachova, JureCkova, Tkacik, 2021), izrozhovorov suditemi viem, Ze formalna znalost’

Pytagorovej vety snevytvorenim si dostatoéného mnozstva modelov moze viest' (a aj vedie)

k obtiazam ziakov v tejto oblasti.

Neuspesnost’ ziakov pri rieSeni uloh, v ktorych je potrebné pouzit' Pytagorovu vetu, je mozné

vysvetlit' nasledujicimi dovodmi (Csachova, Jureckova, Tkacik, 2021):

Ziak si pamité ,,skraten* algebrickti formu Pytagorovej vety, teda vzorec a? + b? = ¢?, ale
poznatok nevie aplikovat’ pre konkrétny pripad pravouhlého trojuholnika (aj ked’ je oznaceny
ako trojuholnik ABC s odvesnami dizky a, b a preponou dizky c).

Ziak si pamita geometricka formu Pytagorovej vety, ale nerozumie jej a nevie ju aplikovat’
pre konkrétny pripad trojuholnika. (Ziak vie Pytagorovu vetu ako ,,basni¢ku® bez pochopenia
obsahu.)

Ziak si nesprivne pamita vzorec aV trojuholniku s dizkami odvesien a, b aprepony c
namiesto vztahu a? + b% = ¢? pouzije vztaha + b = c.

Ziak si neuvedomuje, Ze pravy uhol musi byt pri vrchole C, pripadne Ze trojuholnik méze byt
inak oznaceny (napr. KLM ¢i PQR) alebo v inej polohe (ako tej ,.klasickej* — jedna odvesna
rovnobezna s kratSou stranou zosita a druha odvesna na fiu kolma).

Ziak si pamita vzorec a® + b? = c?, ale vypusti podmienku o pravom uhle, takZe ju pouZije
aj pre iny ako pravouhly trojuholnik (napriklad pri vypoéte dizky tretej strany vieobecného
trojuholnika).

Ziak ,nenajde* ,prislusny pravouhly trojuholnik potrebny k vypoétu v komplexnom

obrazku.

To, ze Pytagorova veta predstavuje v Skolskej matematike kritické miesto dokazuji aj r6zni autori

z Ceskej republiky. Napriklad Jirotkova a Kloboudkova (2011) uvadzaju, Ze pri zavadzani

Pytagorovej vety do Skolskej matematiky je etapa izolovanych modelov vel'mi kratka alebo tplne



chyba. Generalizacia a etapa generickych modelov st potom vynechané, pretoze je ziakom

ponuknuty ,,hotovy* abstraktny poznatok — formulécia vety pre konkrétny pravouhly trojuholnik.

Najmaé v oblasti geometrického pristupu je dolezité vytvorit’ dostatocné mnozstvo modelov a celkovy

proces vytvarania tohto poznatku neskracovat’ kvoli zavedeniu az v 9. ro¢niku.

Teda je potrebné reSpektovat’ vSetky etapy procesu nadobudania poznatku a v priebehu procesu
neprepocitavat’ len mnozstvo uloh, ale zarad’'ovat aj aktivity, ktoré pomozu ziskat’ dostatok
izolovanych modelov a vytvorit’ preukazu porozumenie problematiky ziakmi. V nasledujiicom texte
uvadzam niekol’ko aktivit, ktoré boli poskytnuté Studentmi rozsirujuceho Stadia matematiky alebo su

prevzaté z roznych zdrojov (prevazne z internetu) a studenti na nich reagovali pozitivne.

Aktivita: Uhlopriecka

Etapa poznavacieho procesu: motivacia, izolované modely>?

Ciel’: odhalit’ zadany tidaj (diZka uhlopriecky ,,obdiznika“) ako dizku najdlhsej strany pravouhlého
trojuholnika (t.j. prepony), zistit’ vztah medzi jednotkami dizky palec a centimeter, ,,najst* prislusny

pravouhly trojuholnik

Uloha 1: Aké st rozmery televizora, ak je jeho uhlopriecka 65-palcova? Zmesti sa ndm na stenu, ak

mame na nej miesto obdiznikového tvaru s rozmermi cca 90 cm a 70 cm?*

Uloha 2: Zmesti sami do tagky notebook s uhloprieckou 15,6, ak predajca tagky uvadza informaciu,

ze taSka je vhodna pre zoSity a uCebnice s rozmerom A4?

Riesenie tejto ulohy je zalozené na pouziti heuristickych stratégii (pokus-omyl, odhad-overenie-

oprava, ...). Cielom nie je, aby Ziaci zistili presné rozmery obdinika, ale aby sa pokusili zistit’ ich.

Aktivita: Pravouhlé trojuholniky

Etapa pozndvacieho procesu: motivacia, izolované modely

Ciel nakreslit’ pravouhlé trojuholniky do §tvorcovej siete (izolované modely), zistit’ dizky odvesien
a prepony pravouhlych trojuholnikov

Pomaocky: stvorcova siet’, tabul'ka (obidve v prilohe), pravitko

Uloha: Nakreslite ¢o najviac pravouhlych trojuholnikov do $tvorcovej siete. Ich rozmery zapiste do

tabul’ky — Tab. 12.

32 Tuto aktivitu je mozné zaradit’' kedykol'vek do témy Pytagorova veta.
33 Palec je nazov jednotky dizky pouzivanej v USA a Spojenom kralovstve. Tzv. anglicky palec méa znaéku ” a dizku 2,54
cm. Uhlopriecka tohto televizora mé teda dizku 165,1 cm.



Stvorcova siet s pravouhlymi trojuholnikmi atabulka s diZkami stran tychto trojuholnikov

predstavuji mnozinu izolovanych modelov.

Dizka odvesny 1 Dizka odvesny 2 Dizka prepony

Tab. 12 Tabulka pre diZky odvesien a prepony pravouhlych trojuholnikov (zdroj: vlastny)

Aktivita: Modelovanie Pytagorovej vety
Etapa poznavacieho procesu: izolované modely, genericky model, kryStalizacia

Ciel: pomocou lega (plasteliny, latky, lentilieck, ...) vymodelovat geometricki formulaciu

Pytagorovej vety
Pomécky: lego, plastelina, Spajle, lentilky, Stvorcova siet

Uloha: Znazornite Pytagorovu vetu pomocou nejakych poméocok.

Obr. 14 Modelovanie Pytagorovej vety pomocou lega a plasteliny (zdroj: vlastny, praca ziaka 7.

ro¢nika a $tudentiek rozsirujuceho §tadia matematiky3#)

34 Dakujem Laure R., Petre T., Anne B., Silvii V. a Lenke D.



Obr. 15 Modelovanie Pytagorovej vety pre pravouhly rovnoramenny trojuholnik (zdroj: vlastny,

podla napadu $tudentky rozsirujiiceho $tadia %)
Aktivita: Pytagorejské trojice I
Etapa poznavacieho procesu. izolované modely, genericky model (abstrakény zdvih)
Ciel” uréit' dizku jednej zo stran pravouhlého trojuholnika
Pomocky: tabul’ka (v prilohe)

Uloha: Dopliite do tabul’ky chybajice hodnoty pre dizky stran pravouhlého trojuholnika — Tab. 13.
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Tab. 13 Tabul’ka s chybajticou dizkou jednej zo stran pravouhlého trojuholnika (zdroj: vlastny,

in$pirované aktivitou od Studentov)

Aktivita: Pytagorejské trojice 11
Etapa poznavacieho procesu: izolované modely, genericky model (abstrakény zdvih)

Ciel: najst’ ¢o najviac trojic prirodzenych &isel (a, b, ¢), ktoré spiiiajii vztah a® + b? = ¢?, objavit’
vzt'ah, Ze pre kazdu pytagorejsku trojicu (a, b, ) jeaj (k - a, k - b, k - ¢) trojicou pytagorejskou pre k
eN

Pomécky: Stvorcova siet’, pravitko

% Dakujem Vierke O.



Definicia: Trojicu prirodzenych ¢&isel (a, b, ¢) nazyvame pytagorejskou prave vtedy, ak plati a2 + b?

= ¢? (teda ak a, b st dizky odvesien a ¢ diZka prepony pravouhlého trojuholnika).

Pre ¢isla do 100 existuje 16 zakladnych pytagorejskych trojic®:
3.4,5) (512,13)  (8,15,17) (7,24, 25)
(20,21,29)  (12,35,37)  (9,40,41) (28, 45, 53)
(11,60,61) (16,63, 65  (33,56,65) (48,55, 73)
(13,84,85)  (36,77,85)  (39,80,89) (65,72, 97)

Samozrejme, Ze od ziakov nie je nutné vyzadovat’ odhalenie tychto 16 trojic, ale trojice (3, 4, 5) a (5,

12, 13) a ich nasobky predstavujii vhodné izolované modely.%’

Aktivita: Triedenie trojuholnikov

Etapa poznavacieho procesu: krystalizacia

Ciel" roztriedit trojuholniky so zadanou diZkou stran na pravouhlé, ostrouhlé a tupouhlé trojuholniky
Pomdécky: tabul’ka s dizkami stran trojuholnikov

Uloha: Roztriedte trojuholniky so zadanymi dizkami stran do troch skupin: pravouhlé trojuholniky,

ostrouhlé trojuholniky, tupouhlé trojuholniky.

Ziakov je vhodné rozdelit’ do skupin a kazda skupina dostane rozstrihant tabul’ku — Tab. 14 (uvedena
aj v prilohe). Ziaci by mali vyuzit dva uZ osvojené poznatky — trojuholnikovii nerovnost
a Pytagorovu vetu. Vdaka trojuholnikovej nerovnosti by mali zistit, Ze niektoré trojice Cisel
nepredstavuju dizky stran trojuholnika. Pomocou Pytagorovej vety vyberu trojice &isel, ktoré su
pytagorejskou trojicou (teda predstavuju dizky stran pravouhlého trojuholnika). Potom by mali zistit’,
7e v ostatnych pripadoch plati, Ze si¢et druhych mocnin diZok kratsich stran je va¢si alebo mensi ako
druha mocnina dizky dlhiej strany (c? < a®>+ b? alebo ¢® > a+ b?). Tento poznatok je nad ramec
standardov uvedenych v ISVP pre niZsie stredné vzdelavanie, ale vhodnym skiimanim mézu Ziaci

podmienku pre ostrouhly alebo tupouhly trojuholnik odhalit’ (napriklad konsStrukciou niektorych

36 Napriklad trojica (6, 8, 10) nie je zakladnou pytagorejskou trojicou, je to dvojnasobok zakladnej trojice (3, 4, 5).

37 Ako generator pre pytagorejski trojicu je mozné pouzit’ funkciu dvoch premennych X, y, kde X, y st prirodzené &isla
také, ze x > y: a = 2xy, b = x — y?, ¢ = x2 + y2. Tento generator poskytuje vel’ké mnoZstvo rieSeni, mnohé z nich su ale
nasobné (cs.wikipedia.org).



trojuholnikov, ktorych dizky stran nespliiaji a® + b? = ¢2, dvojciferné dizky stran mozu byt uvedené

v milimetroch).

15,7,8 15, 20, 36 8,3,15
7,8,9 5,6,7 V3,V4,V5
55,7 20, 34, 6+/43 0,5;1,3;1,2

50, 120, 130 14, 48, 58 4, 43,8

100, 60, 50 14, 16, 27 1,8:4/3;0,8

51,24, 45 4,3;5,2; 6,1 3,15, 20

Tab. 14 Trojice ¢&isel pre dizky stran trojuholnikov (zdroj: mrseteacher,

https://www.mrseteachesmath.com/2017/01/pythagorean-theorem-inb-pages.html)

Aktivita: ,,Prepast’aci® listok (Exit ticket)
Etapa pozndvacieho procesu:

Ciel’: ziskat’ spatnll vdzbu od Ziakov, ¢i si zapamadtali spravne Pytagorovu vetu, ¢i vedia, pre aky utvar

ju pouzivame a ¢i vedia uviest’ nejak aplikaciu Pytagorovej vety
Pomécky: ,,prepustaci* listok® — Obr. 16 a v prilohe

Uloha: Odpovedajte na otazky na listku.

38 Tzv. ,prepustaci® listok je prostriedkom, ktory je mozné vyuzit’ pre hodnotenie ziskanych poznatkov a ziskanie spétnej
vizby od ziakov. Ucitel takyto listok a otdzkami alebo ulohami predpripravi a rozda ich ziakom na konci hodiny. Ak ziak
vie otazky zodpovedat’ (alebo ulohy vyriesit’), tak to znamena, Ze téme porozumel. Podl'a chyb z tychto listkov, moze

ucitel’ ,,odchytat™ neporozumenia a odstranit’ ich nésledne.



/ Vysvetlite strudue spoluiakowm, ktort neboli v Zkole: \

1. Co Wovort Pytagorova veta?
2. Kde jn méieme pouiit'?
3. Na lo je Vhodwa?

N /

Obr. 16 ,,Prepustaci listok (zdroj: vlastny)

Aktivita: ZovSeobecnena Pytagorova veta

Etapa pozndvacieho procesu: motivacia (nad ramec poziadaviek ISVP pre niZ$ie stredné
vzdelavanie), etapa abstraktného poznatku

Ciel objavit utvary, pre ktoré je mozné pouzit’ zovseobecnenu Pytagorovu vetu (heuristickd metoda)
Zaujimavou témou napriklad pre matematicky krazok ¢i semindr z matematiky na strednej skole®
moze byt tzv. zovseobecnenie Pytagorovej vety. Pri nej sa Stvorce nahradia inymi rovinnymi utvarmi
(kruznice, trojuholniky, Sestuholniky, ...) — Obr. 17, 18. Musia byt ale podobné a ich ,,$irka* musi
byt priamo imerna diZke prislusnej strany pravouhlého trojuholnika. Suéet obsahov tychto obrazcov
zostrojenych nad odvesnami pravouhlého trojuholnika je potom rovny obsahu obrazca zostrojeného

nad preponou. (Utvary vo vieobecnosti nemusia byt ,,podobné“, ale uz to nie je také efektné.)

Obr. 17 Zovseobecnenie Pytagorovej vety pre rovnostranné trojuholniky a pravidelné Sest'uholniky

(zdroj: vlastny)

39V pripade $ikovnych Ziakov to moZe byt aj v 9. roéniku zakladnej $koly.



Obr. 18 Zovseobecnenie Pytagorovej vety pre kruhy a polkruhy (zdroj: vlastny)

V pripade rovnostrannych trojuholnikov zostrojenych nad stranami pravouhlého trojuholnika je

formulacia Pytagorovej vety nasledovna:

Obsah rovnostranného trojuholnika zostrojeného nad odvesnou pravouhlého trojuholnika sa rovna

suctu obsahov rovnostrannych trojuholnikov zostrojenych nad jeho odvesnami.

Obsah rovnostranného trojuholnika je priamo imerny dizke strany:

a-v
Sa = Za Ve a
SA:\/§2(12 LA

Preto pre obsahy troch rovnostrannych trojuholnikov plati (Sa, S» — obsahy rovnostrannych
trojuholnikov zostrojenych nad odvesnami a, b, Sc — obsah rovnostranného trojuholnika zostrojeného

nad preponou c):

Sa+S, =S5,
\/§a2+\/§b2_\/§cz
2 2 2

. . 3 , ,
Po vydeleni celej rovnice ¢islom \/2—_ zostane Pytagorova veta: a? + b? = ¢2. Pre ostatné obrazce je

dokaz obdobny.

Tato zovSeobecnena formulacia Pytagorovej vety mdze predstavovat’ izolovany model v procese

poznavania a je vhodnou pre rozvoj argumentacnych schopnosti ziakov.



Z.aver

Skolska geometria ponika mnozstvo tém, ktoré mozu ziakov zaujimat’. Je nevyhnutné im ich ale
ponuknut’ a zabezpecit' kvalitny proces vytvarania poznatkov bez formalnych znakov. Vytvorenie
pevného matematického poznatku si vyzaduje dostatok casu a izolovanych modelov. Priskoré
zavedenie pomdcok, ktoré podstatu nevysvetl'uja, ale na prvy pohlad zvysuja tspesnost’ ziakov pri

rieSeni tloh, m6zu poskodit’ kvalitu poznatkov.
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Dizka odvesny 1

Dlzka odvesny 2

Dizka prepony




15,7, 8 15, 20, 36 8,3,15
7,8,9 5,67 | VIVENS
5,3, 7 20, 34, 6v43 0,5;1,3;1,2

50, 120, 130 14, 48, 58 4, 44/3, 8
100, 60, 50 14, 16, 27 1,8:/3: 0,8
51, 24, 45 4,3;5,2; 6,1 3,15, 20
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1. Co hovor! Pytagorova veta?
2. Kde ju méiewme poniit'?
3. Na fo je Vhodna?
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